
博士 （ 理 学） 笹 山智司

    学位論文題名

Ona．priori estimates for semilinear heat equations

    （半線形熱方程式に対するアプリオリ評価）

学位論文内容の要旨

    本研究では，半線形熱方程式眦-△u十IZLlp－1Uの初期値問題について考察する。考

察する空間領域QはR”，Bロ内の非有界領域．時間tは有限時間Tまたはooまでとする。

Qが境界をもつとき，ディリクレ境界条件ulan‾0を課す。非線形項の冪pは1くpく
（n十2)/(n―2）〓：mとする。ここで，Pとはソポレフの埋蔵定理W1，2(S2)qLp+l(f2)の

臨界指数である。本研究は，方程式の解のアプリオリ評価（初期値に依存する評価）につ

いて研究している。

  この半線形熱方程式は，正値解uについて1くp<l十2/nのときすべての解はTを

爆発時刻とする爆発解であり，p>l十2/nのときは十分小さな初期値のときは時間大域
解，大きな初期値のときは爆発解であることがFujita(’66)，Hayakawa(’73)，Kobayashi-

Sirao-Tanaka(’77.)によって示された。半線形熱方程式の爆発や大域解に関する研究がこ

のFujita(’66)から今日まで様々な研究がなされている。本研究では特に正値とは限らない
爆発解と大域解のアプリオリ評価について研究している。このアプリオリ評価を考察する

ことは爆発解の挙動，大域解の漸近挙動などを調べる上で重要な役割をもっものである。
  本論文の構成は第1章でQ -R”での爆発解，第2章でQを凸領域としたときの爆発

解，第3章でQを帯領域に含まれる領域としたときの大域解についてである。
  第1章では，ある定数の= C1(nっpっT1/(pー1）ll'LLO lIoo）に対して，すべての爆発解が

{L(t)lloo < Ci(T - t)-'/cp-')

を満たすことを示した。ここで，uOは初期値，｜｜． Ilooは己oo（Q）ノルムを表す。(1）で不等

号が冫であることはよく知られている(Cl、は異なる定数）。したがって右辺の冪は改良不

能である。p≧ Psでは，(1)を満たさない爆発解が存在することがHerrero-Velazquez(’94，

p>（n―2V伍て一―1）/（n―4－2V伍―二1）冫ps，n≧11），Filippas―Herrero‐V・el轟zquez（’00，

p― 熟，3≦n≦ 6）で示さ れている 。したがっ てpく眺の 仮定も最 良である。本研究の

結果はGigいKohn（’87）の結果の拡張になっている。GigかKohn（’87）では，QがR”また

は凸領域のときに正値解またはpく（3れ十8）／（3nー4）くmの条件の下で研究された。本

研究ではこの冪pの制限をmまで拡張した。

  本研究では，（1）を示すためにGigいKohn（’87）で用いられている変数変換，エネルギー

法，補間定理とQuittner（’99）で有界領域上での大域解のアプリオリ評価を示すときに用い

た逐次正則改良法を組み合わせる。ここでは問題を局所化する必要性があるので，Quittner



  の方法を直接適用できない。そのため，新しく局所工ネルギー法を構築し局所的な評価を

  することによって解決した。

    第2章ではQが凸領域にすべての爆発解が(1）を満たすことを示した。pの制限をpくPs

  のように緩めることによってGiga-Kohn(’87)の結果を拡張にした。証明は領域に境界が

  あるため，Q〓R”のときの局所エネルギー法を用いて得られる局所的な評価だけでは逐

  次正則改良法は適用できない。逐次正則改良法では熱方程式のLa - Lp評価を用いる。変

  数変換をすることで領域が時間によって変動する。時間変動する領域に対して一般的には

  熱方程式のぴ―ぴ評価は成立しない。時間変動と境界の形状を正確に考慮することで，

  ここで用レゝられる時間変動領域の境界付近での熱方程式の己゜―ぴ評価を示し解決した。

    第3章では，ある定数の〓の(n，AQっlluo Il Do，IIU0 112)に対して，すべての大域解のアプ

  リオリ評価が

    sup IIU(t)IIoo≦の  (2)

    t>o

  を満たすことを示した。ここで，ll．1｜2はP（Q）ノルムを表す。本研究の結果tま，先に上

  げたQuittner(’99)での結果を有界領域から非有界領域に拡張した。証明は，第1章と同

  様に逐次正則改良法と局所エネルギー法を用いる。有界領域の場合ではェネルギー法とへ

  ルダーの不等式からIIuI12が有界であることが得られていたが，本研究の非有界領域の場

  合では期待できない。そこで，Qが帯領域に含まれulan -0の条件から，ポアンカレの

  不等式を用いることで問題を解決した。
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    学位論文題名

Onapriori estimates for semilinear heat equations

    （半線形熱方程式に対するアプリオリ評価）

  外力項として温度のベキ乗の非線形項がある半線形熱方程式は、非線

形方程式の場合はたとえ拡散項が存在しても、非線形性のため、その初

期値問題の解は時間大域的には必ずしも存在しなぃことの例として1960

年代からよく研究されてきている。1980年代後半になると、解が大域的

に存在しない場合、その解の存在する最大時間付近での解の挙動につい

て詳細に解明できるようになってきた。解が大域的に存在しない場合、そ

の解は存在最大時刻で、その空間方向の最大値が無限大に発散するので

爆発解と呼ばれている。その時刻を爆発時刻という。この爆発解の爆発

時刻付近での挙動を解明する上で鍵となる評価に、爆発度合の評価とぃ

うものがある。一種のアプリオリ評価である。

  著者は、半線形熟方程式の爆発解や、大域解に対して、その挙動を解

明する上で基盤となる解のアプリオリ評価（解であるとしたら必然的に

満たさなければならなぃ不等式）を、従来課されていた解の正値性のよ

うな仮定を課さずに証明することに成功した。例えば、半線形熱方程式

眦二ニニ△私十lulp―1u（p＞1）に対して、その初期値問題の爆発解uは必ず

空間 次元 n， 初期 値の 最大値 ノル ム、 爆発時刻Tおよびpのみによる定

数Cがとれて

u(x, t)l≦ C(T - t)-'/(p-').  x cR”ItE  (0. T)

を 満た すこ とを pくPsの条 件の もとで示した。ここでPsはソボレフの

不 等式 に関 係す る定 数で nく2では Ps - oo， n>3で はPs二ニ （n十2)/

（n―2）である。右辺のベキは、対応する常微分方程式vt - lvlp―1りが満



たすベキになっているため、これ以上改良できない。一方、p≧ Psでは、
この評価が一般には成り立たないことが知られている。この意味で著者

の得た評価は、最良である。この問題は1987年にGiga・Kohnによって
uが正しいという仮定のもとで示されていたが、それ以来、未解決な問

題であった。
  著者は、さらにこの評価を任意の必ずしも有界とは限らない凸領域の

ディリクレ問題の爆発解について拡張した。

  一方、上述の半線形熟方程式は、必ずしもすべての解が爆発してしま
うのではなく、時間大域解も初期値によっては存在する。このとき、そ

の解が大域的に有界であるか、またその有界性の定数が初期値の細かい
形状によらないかといった問題は、この半線形熟方程式の解の時間無限

大での挙動を知る上で重要である。有界領域ディリクレ問題に関しては、
正値解についてはpくPsでその大域解が初期値の最大値ノルムおよび領

域とpにのみよる定数でおさえられることが1980年代後半に知られてい
たが、1990年代後半にQuittnerにより正値性の仮定が不要であることが

示された。著者は、この結果をポアンカレの不等式が成り立っ必ずしも

有界とは限らない領域に拡張することに成功した。
  著者の手法は、局所エネルギー法で（重みっき）エネルギーを局所化し

た量に対して、さまざまな不等式を作り、これで得た積分評価にQuittner
が用いた逐次正則性改良法を、問題に使えるように変形するものである。

著者は、爆発解の問題に対しては、Giga-Kohnで導入されたくりこみ群
方程式について、そのりャプノフ関数にあたる重みっきエネルギーをさ

らに局所化した量を考察した。半線形熟方程式の大域解について、その
エネルギー評価から積分量を評価することはQuittnerによっても用いら
れているが、くりこみ群方程式については、空間方向に局所化しないと、

う ま く い か な い 。 こ こ に 著 者 の 一 番 の 工 夫 が 見 られ る 。
  本博士論文の爆発解に関する部分はIndiana University Mathematical
Journalをはじめとする有力国際学術雑誌に既に出版されている。著者

は、爆発解、大域解の評価に対して新知見を得たものであり、非線形偏
微分方程式論への貢献は大きい。
  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格があ

るものと認める。


