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On the absolute Galois group of the total cyclotomic field

    and its unramified Galois representations

（全円分体の絶対ガロア群とその不分岐ガロア表現について）

学位論文内容の要旨

  代数的整数論における興味深い問題のうちのーっに代数体七上の不分岐ガロア拡大の構成

がある．本論文では特に基礎体あとして全円分体，っまり有理数体Qの最大アーベル拡大

Qabやより一般に代数体Fの最大アーベル拡大Fabのような無限次代数体とりいくっかの

結果を与える．最も興味があるQab上の場合に関連して，1982年に内田氏はGQabの最大不

分岐可解商が可算無限生成自由副可解群であるということを示し、朝田氏は1985年にガロア

群として2次射影特殊線形群や5次以上の交代群を持っようなQab上の不分岐非可解拡大

を構成している．しかしそれ以後大きな進展は見られず，特にガロア群が非可解の場合に研

究すべき問題が多く残されている．

  本論文の最初の目標はQab上不分岐ガロア拡大を具体的に構成することである．そのため

にニつのアプローチを与える．一っは，第ー章において，至る所半安定なアーベル多様体に付

随するガロア表現を用いる．ここでは基礎体がQabよりも大きくをったが，朝田氏が特別な

楕円曲線の族を用いていたのに対し，高次元のアーベル多様体を用いてより一般的な構成を

行った．それが以下の定理である．

定理1（本論文Theorem0．5).Aを代数体K上至る所半安定なアーベル多様体とし，ある

5以上の素数pでAは悪い還元を持っとする．また42をKの付値りでのネロン・モデル

の特殊ファイバーの単位元を含む連結成分とする．FをKにAのp羃等分点を全て添加し

た体とすると，次の(a)，（りが成り立っ．

(a)Aが悪い還元を持っようなKの全ての付値りに対し，上記の42が分裂トーラスとなる

なら，FK(<poo )abはK (<poo)ab上不分岐ガロア拡大になる．ここでK (<poo）はKに1のp

冪乗根を全て添加した体とする．

(b)pを割るKの全ての付値りに対し，42が分裂トーラスとなるなら，F(K Qab) abは

(K Qab)ab上不分岐ガロア拡大になる．

  さらにここで構成された不分岐ガロア拡大のガロア群を決定したい．そこで，Ribet氏の

半安定表現の像に関する結果を，志村氏の構成法によるアーベル多様体に応用する．そして

特に定理1を素数レベルの保型曲線のヤコビ多様体に応用することで次の系を得る：

系2（本論文Corollary 0.6)．pを5以上の素数とし，ゐゆ）をレベルpの保型曲線i′L0ゆ）
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のヤコビ多様体とする．面をXo(p)の＾ッケ環とし，FをQにゐゅ）のp冪等分点を全て添

加した体とする．もしKがpがそこで惰性するような二次体なら，FK (<poo)abはK〔らoo）ab

上，ガロア群としてS己2（面〇碎）を持っような不分岐ガロア拡大になる．

  以下，体えの絶対ガロア群を6kと書く．二つ目のアプローチとは，Gbの表現で，各素

点での分解群に制限した表現の像が可換であるような表現（ここでは局所アーベル表現と呼

ぶ）の変形理論を用いるものである．定理1の証明でも用いたが，伊原氏による補題により，

そのような表現が得られれぱ，その核に対応する体をQabと合成することでQ出上の不分

岐ガロア拡大が得られる．そこで第二章では特に局所アーベル表現の特別な場合である概超

常表現及び超常表現を定義し，次のような結果を得る．

定理3（本論文Theorem 0.7).kを標数p＞ー5の有限体とし，GQ，”をQ上pの外不分岐

最大ガロア拡大のガロア群とする．GQ，pの連続表現

    戸： GQ，p―→GL2(k)

が絶対既約かつ概超常(resp.超常）なら，戸の普遍概超常変形環(resp.普遍超常変形環）が

存在して，戸の普遍変形環からそこへの自然な全射の核は2元(resp.3元）生成なイデアル

である．

  このように変形理論を用いることで，Qab上の不分岐ガロア拡大が系統的に多数得られる

ことが期待される，またこの結果は、同伴形式を持つ保型形式に付随する剰余ガロア表現に応

用することができ，次の系を得る．

系4（本論文Corollary 0.8}・ノを重みり，レベル1の正規化されたk一係数尖点固有形式と

する．さらにノは同伴形式を持ち，ノに付随するGQ，pの2次元半単純連続表現カは絶対既

約であるとする．このときヵの全ての通常変形が保型的ならぱ，ある冪級数び (T)EZp[[T]

が 存 在 し て ， 戸 の 普 遍 超 常 変 形 環 は Zp[[Tl/(U (T))と 同 型 で あ る ．

  本論文では，GQabの最大不分岐商の副有限群としての構造についても考察する．GQab自

体に関しては，Shafarevich氏が「それは可算無限ランクの自由副有限群であろう」と予想し

ている．そこで第三章ではこの予想に不分岐の条件をっけた「G¢bの最大不分岐商は可算無

限ランクの自由副有限群か？」という問題を考える．この問題を直接考えるのは困難なので，

Qabの代わりにQの最大可解拡大Q∞lを考え，Shぬrevich予想を仮定して，G¢゜1の最大

不分岐商（それは実際にはG¢゜1自身ということがわかる）が自由副有限群に近いものにな

ることを示す．この結果は次のより一般的な副有限群の定理を示すことで得られる．

定理5（本論文Theorem 0.9).Fを可算無限ランク自由副有限群，C（△）をその組成因子

たちがある有限単純群のクラス△に属するような有限群のクラス，RA(F)をF/NがC（△）

に属するような開正規部分群Nたち全ての共通部分とする，このときルを非自明なC（△）ー

商を持たなぃ有限群のクラスとすると，RA (F)はU・八r-自由副JV群である．

以上が本論文内容の要旨である．
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    学位論文題名

On the absolute Galois group of the total cyclotomic field

    and its unramified Galois representations

（全円分体の絶対ガロア群とその不分岐ガロア表現について）

  本論文は、代数体の大きい不分岐非可解ガロア拡大の構成を主題とする

ものであり、大きく分けて、次の様な結果が得られている： (1)代数体K

上のアーベル多様体の等分点を用いた(K ab) ab上の不分岐拡大の構成（一

般に体Fに対しFabによりその最大アーベル拡大を表す）；(2)局所アー

ベル表現の変形理論とその応用（Q^ bの大きい不分岐非可解拡大の構成）；

(3)有理数体の絶対ガロア群の“非可解部分”の埋込問題可解性による特

徴 付 け 。 以 下 、 そ れ ぞ れ に つ い て 、 よ り 詳 し く 述 べ る 。 ‐

  (1)Aを代数 体K上の至 る所半安定 なn次元ア ーベル多 様体で、5

以上の素数p上の全ての素点で分裂乗法型還元を持っものとする。4の

p羃等分 点をKに添 加した体工 はKのガロ ア拡大で そのガロ ア群は

GSP2n (Zp)に含まれるが、この拡大L/Kを(K ab)^ bまで持上げた拡大

L(K ab)ab/(K ab)abは至る所不分岐である事を証明した（他の型の還元を持

つ場合にも同様の結果がある）。これは1985年の朝田氏の結果（n =1の

とき）の一部を大幅に一般化したものであり、高く評価される。さらに大渓

氏はAがモジュラー曲線のヤコピアンゐ(p)である場合に上の拡大L/K

を詳しく調ベ（この場合の基礎体K；Qである）、工はQ（ヽ/―m，<poo）＾b上

不分岐になる事を示した（ここにQ（丶／―m）は素数pが惰性する任意の二次

体、<pooは1のp羃乗根）。Ribetの結果によればそのガロア群はヘッケ

環のp進完備化Tp上の2次特殊線型群SL2（り）である。この様に、通常

の岩澤理論で扱うアーベル拡大のさらにその上に、具体的に無限次非可解

不分岐ガ口ア拡大を構成した例はあまり知られておらず、注目に値する。

  （2）Modp楕円固有形式ア（modp）について、それが同伴形式を持つ

事と、 アに伴う modpガロア表現 かのpでの 分岐がtameで ある事と

が同値である事が、Serreにより予想されGrossにより証明されている。

特にこの場合町の核の体はQ^ bまで持上げると不分岐になり、そのガ口
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ア群は弱い条件の下でSL2（り）と同型である。そこで大渓氏はこの状況

をりを剰余体とする完備局所環上に変形して、より大きい不分岐表現を
得る事を考えた。この目的のため、局所アーベル表現の変形理論の一般論

を展開し、特に上の町の様な2次元剰余表現の普遍変形環を考察した。
それは適当な条件下でクルル次元が1以上の完備ネーター局所環になる。

この結果の応用として、Q^ b上の無限次非可解不分岐ガ口ア拡大が得ら

れる。この種の拡大は今まで知られておらず、「Q゚ bの絶対ガロア群の不
分岐商は可算階数の自由副有限群であろう」という不分岐Shafarevich予

想についての肯定的状況証拠を与える非常に貴重な例である。
  (3)上述の不分岐Shafむevich予想に鑑み、大渓氏はQの最大可解ガ
ロア拡大Q“ol”の絶対ガロア群GQ801ヤもある種の自由副有限群になるだ

ろうと予想し、普通のShafむevich予想を仮定してこれを解決した、即ち
GQ801ヤはり‐自由副有限群である事を証明した。普通の意味で自由副有限
ならばU一自由副有限であるが、逆は正しくない。U―自由副有限であるが

自由副有限ではない群は恐らくこれまで知られておらず、大渓氏の研究に
於いて初めて現れた。整数論のみならず、純群論的にも非常に興味深い結

果である。
  以上の様に、大渓氏の諸結果は極めて独創性に富む優れたものである。
よって著者は北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格があるもの

と認める。
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