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学位論文内容の要旨

この論文は対称群の指標の公式とそれを表現論に応用したもの、および対称群の環積

達のへッケ環の指標と超幾何型の直交多項式の関係について書かれている．
  対称群の既約指標はよく知られている様に，分割数で分類される，いま】Xをを分割
Aで 表 され る 対 称群 の 既 約指 標 の 共役 類pでの値 とすると Schur関 数とは

    SA(X)＝蔓ニZ孑lXAPp(X)
    p

で定義される対称関数である．ここで，あはpに対応する共役類の元の中心化群の
位数であり）p。は冪和対称関数である，また同様にして対称群のスピン指標に関して
SchurのQ―関数が定義できる，
  最初のテーマは、Littlewoodの倍数公式と呼ばれる対称群の指標に関して成立っ
ちょbと面白い公式の対称群のスピン表現への拡張についてである，定理の主張を始

めに述べよう．

Theorem1．(Chapter3のTHEOREMゑ，剄げrおan odd positive integer we have

    <rrp¥：¢

for anyAESr）nandpE〇Pn．

  ここで，eはstrictな分割Aで表される対称群のスピン指標の共役類pでの値で

ある，また,rAとは，Aの各成分のr倍である．この証明にはJ.J．C.Nimmoによる

SchurのQ-関数のPfaffian表示を利用した，実はこの結果はこの論文中で完全に一

般化される．その一般化において基本的な手法はSchur関数のfactorizationと呼ば

れるある分解公式である．これは本質的にD.E．Littlewoodに因るものである，しか

し，彼の原証明は複雑を極めるため，本論文ではより簡明なものを与えている，以下

にこの定理を述べよう，

Theorem2．[Littlewood] We assu'me thatrぬopositive integer andAぬnparti-
tion o′rn．
    （ z′ ） sA’ （ z′ ） ． ． ． sA′ － エ （ z′ ） （ A° （r） ： D） ，

    巛釧＝才い）s”ほ′
    （幤（r）≠D）．

  この定理中の（A0）…）A′―1）はスのr‐quotientと呼ばれるものであり，A°（r）は
r－coreと呼ばれ，これらは，分割の割り算の概念である．この公式にYbuに因るある
準同型写像を適用することで次の定理を得る．

Theorem 3.  (Chapter3 cD THEOREM 4.1) If A C SPn has e'mpty r-bar core, then

                 2-l(A)/2 QA (XWr)  =  5r ( A) 2 _ L(A'(O) )/2 QAb(0) (x')TAbcl) (Xr)  . .  . TAbcm） (Xr),

                      2l(A)/2 PA (XWr)  =  8r ( A)2l( V(0))/2PAb(0) (Xr )TAb（1） (Xr)  . . . TAb0) (Xr).

      : :に出 -c <る  (Ab(0),. ..  , Ab(r -1）)は A cD r-bar quotientと ri+ばれ rるもの -Cあ D ,
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Abc（ r）はr-bar coreと呼ばれ， これらは，strictな分割の割り算の 概念である．あとは

この 両 辺を 冪和 対 称関 数で 展 開し てや る こと で最 初 の公 式（ と その 一般 化 ）を得る．

実 は 定 理 の 2と 3は 様 々 な 応 用 が 有 る こと を この 論文 で は示 して い る． 始め は 対称 関

数 の プ レ シ ズ ム と 呼 ば れ る も の で こ の公 式 とCauchyの 恒等 式を 上 手く 利用 す るこ と

で Schur関 数 と 菓和 対 称関 数の 公 式を 得る ， この 結果 は Chen－Garsia・ Remmelに因 っ

て知 ら れて いた が ）私 はこ れ をSchurの Q一関 数に 就 いて も同 様 の式 を導 き ，更に横一

列 の 分 割 の 場 合 の 組 合 せ 的 な 表 示 を 得 た ． そ れ は 次 の よ う な も の で あ る ，

Theorem4． (Chapter3の THE〇 REMイ ． り Foro positive odd integerr， we have

    pro Q（n）二二二ニとみ(p)Q″．

    pEHr．n

」F-Iere H， n＝（p”（p1…pl） ESBカ｜ヨts．え．地三た（modr）〓争ヨ！ゴs．そ．pJ三

r－た （modr）｝．

  ま た ， こ の factorizationを 古 典群 のケ ー スに 適用 し た場 合の 公 式も 述べ ら れて い

る（THEOREM7．1，THEOREM8．1〕 ，

  さ ら に， Schur関数 と アフ イン Lie環 と の関 係が 非 常によく知ら れているが，A（ll）

と Aゲ ） の 場 合 に こ の factorizationを 通 じ て maximalウ エ イ 卜 の S也 軌 道 と 長 方 形

の 分 割 に 付 随 す る Schur関 数 の 関 係 を 調べ た， A宇） の 場合 を書 く と次 のよ う なも の

である，

Theorem 5.

(1)

where

r Chapter4のTHEOREM3． J́

    Eあ(Lt.)S,゚ ［1】-E（ピ，TT7,)P20 SO（ゼ-m,m)

    pE’ア（Ac）

ポ川二ニ；ニ；；1之g）；（川）

    ）＋（ピ－m）…（！≦m≦ゼ），

  こ の 式 の 右 辺 に は 長 方 形 の Schur関 数 が 現 れ て お り ， こ れ は 非 線 形 Schrodinger方

程 式 系 の 解 と し て 知 ら れ て い る ， こ れ に よ っ て A2(2)の 基 本 表 現 の homogeneousと 呼

ばれる実現から得られる広田方程式の解析が見えてきているのである，

  そ し て ， こ の 論 文 の 後 半 部 で は 対 称 群 のフ ァ ミリ ーか ら 得ら れる 直 交多 項式 を テー

マ に し て い る ． も と も と 有 限 群 の Gelfandベ ア か ら 得 ら れ る 直 交多 項 式の 研究 が アソ

シ エ ー シ ョ ン ス キ ー ム や コ ー ド の 研 究 を 通じ て 知ら れて い た． 私は そ れを 複素 鏡 映群

の 場 合 に 適 用 す る こ と で ， 多 変 数 の 超 幾 何 で あ る Aomoto-Gelfandの 超 幾 何 関 数 型 の

直交多項式が得られることを示した．以下得られた結果を書く，

Theorem6． (Chapter5の THEOREMイ ， の The zonal spherical functions o′ Ge恤 れ d

pD伽（G（r’1，n），＆）んnりe（r，2r）―ん卯e瑠eDme加ce叩化S蜊D竹S

    U；とZl：：．．．，£ニl））＝F（（―ピ1’…，ーら―1），（―た1’…，―え，―1）；―n；三，）．

    `

｜托弛童，＝（1ー与り）1≦t，J＜―r一1馴iめ与＝exp（27rV「―－・1/r）．

  こ の こ と は 複 素 鏡 映 群 の 組 合 せ 論 的 表 現 論 サ イ ド の 研 究 を べ ー ス に し て い る ． こ

れ を 用 い て 表 現 の よ い 実 現 か ら 不 変 元 な どを 明 確な 形で 求 め， 超幾 何 によ る表 示 を可

能 に し た ， ま た ， こ れ を 二 面 体 群 と 対 称 群 の 環 積 の ケ ー ス で も 計 算 し （ Chapter5の

THEOREM8．3），やはりAomotpGelfandの超幾何関数型の直交多項式が得られる

ことを示した．
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    ‘学位論文題名

Applications of Group Characters to Special Functions

    （群指標の特殊関数への応用）

  本学位論文において，学位申請者の水川氏は，群指標の特殊関数への

応用に関する新しい結果をいくっか得た．とくに対称群の指標公式と表

現論：への応用、対称群の環積などのへッケ環の指標と超幾何型直交多項
式の関係を中心的テーマとしている．以下では学位論文のうちで中心的

な 結 果 を 取 り 上 げ て ， そ れ に 関 す る 審 査 結 果 を 述べ る．

(1)対称群の既約指標に関する「リトルウッドの倍数公式」（第3章定理

1.1)とよばれる50年以上前の定理について，それを一般化した上，リト

ルウッドのものより簡明な証明を与えた（第3章定理1．2）．．さらに対称群
の「スピン表現」の場合に同様の公式を導いた（第3章定理2．3）．証明に

は，二ムモによるシューア関数のパフィアン表示を利用している．なお
本学位論文の第2章には，第3章以降で使うシューア関数などの対称関

数（とくにシューアのP関数，やQ関数），自然数の分割，対称群の表現
などに関する術語や記号，およびいくっかの重要な例がきわめて簡明に
まとめられている・

（2）（1）で用いられた「シューア関数の分解公式」という手法を「シュー

アのQ一関数」について適用し同様の分解公式を得た（第3章定理4．1）．こ

のアイデアの源泉はりトルウッドにさかのぼるが，彼の煩雑で難解を極

める原証明に対し，より簡明なものを与えている，この結果はチェンーガ

ルシア‐レンメルによって知られていたが，水川氏はシューアのQ一関数に

ついても同様の式を導き，さらに横一列への分割の場合の組み合わせ的

な表示，すなわちQ－シューア関数とべキ和対称関数などとの「プレシズ

ム（合成）」に関する公式（第3章定理4.6）を証明した．またこの定理に

述べられている分解公式を，古典群に適用して得られる公式も与えたf定
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(3)特別な無限次元リー環の表現について，その「ウエイトベクトル」と

シューア関数のプレシズムとの関係を明確にした．これにより無限次元

リー環の表現論における組合せ論的手法の有効性を実証したf第4章定理
3．1）．定理3．1の右辺に現れるシューア関数は非線形シュレーディンガー

方程式系の解であることが知られており，これによって，A2(型アファイ
ンリ一環の基本表現の実現から得られる広田方程式の解析が見えてくる．

(4)複素鏡映群の「ゲルフんント対」から得られる帯球関数を，青本・ゲ

ルファントの多変数超幾何関数型直交多項式を用いて表示した（第5章定

理4．6），多変数超幾何関数が有限群の枠組みでとらえられることを初め

て明らかにした．さらに，同様の公式が二面体群と対称群の環積の場合

にもあることを示した（第5章定理8．3）．

本学位論文に述べられているこれら多くの重要な結果は，すべて海外の

有カな専門誌に掲載されている．現在投稿中のプレプリント類や，内外

の多くの研究集会で行った講演の記録を見ても，水川氏の得た成果の重

要性と今後の発展性がうかがえる．実際，プレプリントのひとっは世界

最高レベルの専門誌(Advancs in Mathemetics)に掲載が決まった，水川

氏の学位論文は，対称群の表現や対称関数といった分野が，有限群論や

組み合わせ論の範囲にとどまらず，数学の様々な分野と関連しながら進

んでいることを表した点でも高く評価される，

以上の述べたような理由から，審査員一同は，本論文が北海道大学博士

（理学）の学位論文にふさわしいものと認める．


