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a von Neumann algebra andaCartan subalgebra

  （カルタン部分環を含む部分フオン・ノイマン環に関する研究）

学位論文内容の要旨

  Hilbert空間口上の有界線形作用素全体をB(H)とする．B(H)の＊一部分環Mがある

位相で閉じているとき，Mをフォン．ノイマン環と呼ぶ．Mの可換子環(Mと可換な元

全体の集合）を Ḿ と表したとき，Mがフオン．ノイマン環であることは，M′の可換子環

M″がMに等しいことに同値である，このようにっフォン，ノイマン環は代数的な性質に

よって特徴づけることもできる作用素環として、現在に至るまで研究が続けられている．

  フォン，ノイマン環Mの中心MnḾ が自明であるとき，Mを因子環と呼び，これtま

フォン．ノイマン環の中でも特別な位置を占めている．因子環の典型的な構成方法として、

次に述べる群測度構成法が良く知られている．これは，測度空間(X，ル）上の可算群Gに

作用を可換フォン．ノイマン環Loo(X，p）上の作用と考えることによって，接合積により

新たなフォン．ノイマン環Loo(X，p）xGを構成する方法である，これにより豊富なフオ

ン．ノイマン環の例を得ることができる．実際）AFDと呼ばれる，フオン・ノイマン環の

解析において中心的な役割を果して来たものは、全てこの手法により構成することができ

る．このようにして得られたフォン．ノイマン環を、測度空間の作用から解析することは

古くから行われており，多くの結果がもたらされた，例えば，フォン・ノイマン環が因子環

になることの必要十分条件は，可算群Gの作用がエルゴード的である（自明でない不変部

分集合をもたない）ことと同値である，

  一方，群測度構成法はFeldman一Mooreにより拡張された．測度空間(X，p）上の可算な

同値関係Rおよび2－コサイクルと呼ばれる，兄上の絶対値1に値をとる関数凵から，R

の各元で添字づけられた“行列”（0（刎））（卿）ERを考えることにより，フォン・ノイマン環

W゙ （冗，cv)が構成できる．このとき，“対角行列”にあたる部分フォン．ノイマン環W゙ (X）

はLoo(X，p）と同型であり，これはW゙ （兄，U）の中で特別な性質をもっている．一般に，こ

の性質をもつ部分環はカルタン部分環と呼ばれる．逆に，(separableなpredualをもっと

いう条件のもと）フオン．ノイマン環Mがカルタン部分環4をもっならば，ある測度空

間(X，ル）上の同値関係兄およびその上の2ーコサイクルルが存在して，組(AくM)は

(W゙ (X)CW゙ （7で，U））と同型になる．ゆえに，全ての，カルタン部分環をもつフォン．ノイ

マン環は測度空間の側面から解析することが可能となった．

  本研究はっそのようなっカルタン部分環をもつフォン，ノイマン環に着目した．具体的に

は，そのような組(A≦M)が与えられたとき，Aを含むMの部分フォン．ノイマン環N



の構造を解析した．この研究により．以下の2つの定理を得ることができた．

  まず、次の定理を証明した．

主定理1フオン，ノイマン環Mがカルタン部分環AをもっときっAを含む任意のM

の部分フォン．ノイマン環NについてっMからNへの忠実，正則な条件付期待値が存在

する．ゆえに、AはNのカルタン部分環でもある，

  この定理は次のように言い換えることができる：与えられた組(Aく―M)を(W゙ (X)く

W゙ （Rっ凵））と表したとき，AcNcMとなる任意の部分フォン．ノイマン環Nに対し

て，兄のある部分同値関係5が存在して，N-W゙ (Sっcols)となる．

  この定理は既に複数の研究者によって主張されていたがっいずれもその証明は不完全な

ものであった．ゆえに完全な証明を独自の手法により与えた．証明はっ部分環Nから部分

同値関係Sを直接構成すること・によって行っている．実際っ同値関係兄を互いに共通部

分をもたない可算個のグラフ{r(Pn)}nelの和で表したとき）部分環Nの情報から各写像

pnの定義域の部分集合Bを得ることができる．このときっ｛F(pn IEn）}nEIで生成される

部分同値関係がNに対応する部分同値関係になる，

  この定理によってっ部分環と部分同値関係の間にっ1対1の“ガロア対応”が存在してい

ることが判明した．これは今後の測度論の視点からのフォン，ノイマン環の解析に役立つ

ことが期待できる．

  次 の結 果は ． Jones indexが 有限 で ある 因子 環 に関 す るも の である．

主定理2因子環Mがカルタン部分環AをもっときっAを含む任意のMの部分因子環

Nについて，もし，Jones index [M： N]が有限ならば，Nの部分因子環己，有限群Gの外

部的作用Q，およびGの部分群Hが存在して，（N≦M）型（工xaH≦己Xa G)となる，

  これは，因子環一部分因子環の組(NEM)は(W゙ (S，c)ls)く―W゙ （R，U））と同型である

ことが前定理よりわかるので，同値関係―部分同値関係の組(S≦R）を解析することに

よって証明を与えている．  Jones indexが有限とぃう仮定から，(Sく一兄）は指数が有限で

あるエルゴード的な同値関係一部分同値関係となる．このような組はあるエルゴード的部

分同値関係Pおよび群一部分群(Hく―G)によって(PxH≦Px G)と表すことができ

る．そこで，Pから決まるNの部分因子環工：〓W゙ (P，UlP）に着目する，部分同値関係

アを解析することによって、工はM上のあるcoaction6の不動点環Maに等しいことが

示され、一般論より求める結果が得られる．

  この定理は，Kac環上の作用へと応用することができ，今後より一般の量子群の解析に

対しても適用できることが期待できる．

  論 文中 では 、 以上 の 定理 の 詳細な証明お よびその応用 を行っている．
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    学位論文題名

    Study on intermediate subalgebras between

a von Neumann algebra andaCartan subalgebra

  （カルタン部分環を含む部分フオン・ノイマン環に関する研究）

  青井氏が研究を行っている作用素環論の中でもェルゴード理論と密接に関連した分野は，70

年代のKrieger-ConnesによるAFD因子環の構造に対する決定的な仕事以来，作用素環論で

は重要な研究領域として認識されており、現在でも作用素環の豊富な具体例を提供する有効

的な手段として研究されている。この手段とは，一般に測度空間Xに（可算）群が作用してい

る場合，その群軌道による（ポレル）同値関係冗およびR上の任意の2－コサイクルUから，

Rの各元で添字づけられた“行列”a(エ，Y)]x,ycrZを要素とするフオンノイマン環W゙ （兄，り

を構成する方法である。W゙ （兄，（）において）“対角行列”からなる極大可換部分フオンノイ

マン環 W゙ (X)は際だった性質を有し，一般にフオンノイマン環Mにおいて極大可換部分

フオンノイマン環4がこの特別な性質をもっているとき。4はMのカルタン部分環と呼ば

れる。FeldmanーMooreによれば、逆に抽象的にフオンノイマン環およびそのカルタン部分環

の組(AくM)が与えられたとき，この組はある測度空間X上の群作用による同値関係兄

により上述のような(W゙ (X) cw゙ （冗，U））という組として実現される。この意味でカルタ

ン部分環をもつフォンノイマン環の研究は、測度空間上の群作用の性質を調べることと同等

であると言える。

  本研究では，カルタン部分環Aをもつフォンノイマン環Mが与えられたときに、Aを含

むMの部分フオンノイマン環を詳細に解析し。その構造を完全に決定した。その主な結果

は。以下に述べる2つの定理に集約される。

  まず最初の定理は，フオンノイマン環Mがカルタン部分環AをもっときっAを含む任意

のMの部分フォンノイマン環Nにたいし，MからNへの忠実，正則な条件付き期待値が

常に唯1つ存在する、という定理である。この定理は上で述べたような測度論的観点からは

次のように言い換えることができる：与えられた組(A≦M)を測度空間上の同値関係兄に

より(W．゛(X)く―W゙ （冗，U））と実現したとき，Aく-NcMをみたす任意の部分フオンノイマ

ン 環 Nに た い し ， 7zの 部 分 同 値 関 係 5が 存 在 し て N-W′ ゛ (S） UIs)と な る 。

  ここで兄の任意の部分同値関係丁に対して， W゙ （丁jUl丁）が4を含むMの部分フオン



ノイマン環になることは容易にわかるから。上の定理はA゙ を含むMの部分フォンノイマン

環全体と兄の部分同値関係全体との間に全単射対応が存在することを保証していることに

他ならない。この対応はDye対応と呼ばれており，60年代にDyeによってMがII1因子環

（フオンノイマン環で中心が自明なもの）の場合に証明されて以来，80年代になってようやく

複数の研究者により一般のMの場合にも成り立つことが証明されたかのように思われたが、

いずれもその証明は不完全なものであった。本研究で青井氏は独自の手法によりその完全な

証明を与えることに成功した。この結果は今後の測度論（エルゴード論）的視点からのフオ

ンノイマン環の解析に役立っことが期待される。

  2つ目の結果は，上のような部分環NがJones indexを有限値としてもつ場合の構造を記

述するもので，次のように述べられる：因子環Mがカルタン部分環Aをもっとき，Aを含

むMの任意の部分因子環Nについて，もしJones index [M： N]が有限ならば，Aを含む

Nの部分因子環己，有限群Gの外部的作用Q，およびGの部分群Hが存在して，与えられ

た 組(NくM)は 己の Hお よび Gによる 接合 積か ら決ま る組(L xaHく―工Xa G)として

実現される。

  最初の定理によれば，上の組(NくM)は，同値関係冗とその部分同値関係5を用いて

(W゙ (S，cvls)CW゙ （R，凵））と実現されるから，主張はSく二兄の解析に帰着することによって

証明されている。この結果の応用として、有限次元量子群の因子環への極小作用があったと

き，その因子環と不動点環が共通のカルタン部分環を有するならば、この量子群は余可換で

なければならないことを示し，Jones－Popaが80年前半に得た定理が量子群のレベルまで拡

張できることを証明している。このことは今後より一般の量子群の解析に対しても適用でき

るのではないかと期待される。

  以上のように青井氏の学位論文における研究課題はェルゴード理論と作用素環論の「相互

作用」が十分に期待できる独創的な課題であり、今後もこの研究領域に少なからず貢献する

ことは聞違いない。

  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める。


