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    of Lorentzian manifolds

（ローレンツ多様体上の全測地的葉層についてのいくつかの見解）

学位論文内容の要旨

  閉リーマン多様体上の全測地的葉層については、様々な人によって研究されてき

た。例えぱ、BlumenthalとHebdaにより、余次元1全測地的葉層が存在する閉リ

ーマン多様体の普遍被覆は、葉の普遍被覆とRとの積に微分同相であることが示さ

れている。また、Ghysにより、閉リーマン多様体上の余次元1全測地的葉層は位

相的には分類されている。よって、閉リーマン多様体上の余次元1全測地的葉層に

つ い て は ほ と ん ど 重 要 なこ と は 示 さ れ て い る と 言 っ ても 良 い 。

  一方、閉ローレンツ多様体上の全測地的葉層にっいてはあまり研究はなされてい

ないように思える。Zeghibは次のような余次元1葉層構造に対してはローレンツ計

量 を 与 え て 光 的 な 全 測 地 的 葉 層 に 出 来 る こ と を 示 し た ：   ．

  （i）1次元正規部分群をもっようなりー群によるlocany奇eeactionで軌道が余次

元1であるものから定まる余次元1葉層構造；

（mリーマン多様体（M，め上の余次元1葉層構造Zを、五と五に制限したgを保

つMの微分同相で8uspendしてえられた葉層構造。

また、Carr込reとIbzoyは光的完備な2次元トーラス上の標準的な光的な全測地的

葉層はCo線形化可能であることを示した。これらの結果は光的な全測地的葉層に

関してであるので、一般に全測地的葉層について考えてみた。本論文は閉ローレン

ツ多様体上の全測地的葉層について得られた結果をまとめたものである。以下、本

論文の主な内容を述べる。

  まず、擬リーマン多様体上に与えられた葉層構造が全測地的であるかどうか判定

する必要十分条件を得た。この必要十分条件はりーマン多様体でよく知られていた

式である。

  次 に、 簡単に 示せる一般論を考えた。以下のような結果を得た。

（1）ローレンツ多様体上の余次元k全測地的葉層構造に対して、空間的、時間的、

光的な葉全体の和集合をそれぞれS、T、Lとおくと、8とTは開集合、Lは閉集合

である。

（2）すべての葉が稠密であるような余次元1全測地的葉層は、すべての葉が空間



的であるか、すべての葉が時間的であるか、すべての葉が光的であるかのどれかで

ある。

  三番目に、基本的な問題として次を考えた：

問麗完備ろtgjfローレシツ多講触との龕航J全嫐嫐縫饗肩で魯勵釣、廟鶴観光

酌な票勿彡ち2宿願以とをらつ6のが誇らをナるカユヮ

この問題に関係する以下のような結果を得た。

（3）光的完備なローレンツ2次元トーラス上の余次元1全測地的葉層で空間的、

時間的、光的な葉のうち2種類以上をもっようなものは存在しないことを示した。

（4）光的完備でないローレンツ2次元トーラス上の余次元1全測地的葉層で空間

的、時間的、光的な葉のうち2種類以上をもっような例を構成した。

（5）完備なローレンツ3次元トーラス上の余次元2全測地的葉層で3種類の葉を

含む例を構成した。

命題（3）の系として以下を得た。

（6）光的完備なローレンツ2次元トーラス上の全測地的葉層でReeb component

をもっようなものは存在しないことを示した。

（7）ローレンツ多様体Mが2次元トーラスに微分同相であるような時間的全測地

的部分多様体Nをもち、さらにNの上に空間的、時間的、光的な葉のうち2種類

以上の葉をもっような全測地的葉層が存在するならぱ、Mは光的完備ではなぃこと

を示した。

（8）光的完備な2次元トーラス上の非特異なKillingベクトル場は空間的、時間

的 、 光 的 な ベ ク ト ル 場 の う ち の ど れ か で あ る こ と を 示 し た 。

  四番目に、リーマン計量の意味で余次元1全測地的葉層をもちえないような閉多

様体上にローレンツ計量の意味での余次元1全測地的葉層が存在するかということ

を考えた。基本群が有限群であるような閉多様体はりーマン計量の意味での余次元

1全測地的葉層をもたないが、ほとんどがそのような多様体の典型的な例である種

数1のHeegaard分解をもつ3次元多様体上でローレンツ計量の意味での余次元1

全測地的葉層を構成する問題を考え、次をえた。

（9）種数1のHeegaard分解をもっような3次元閉多様体上にローレンツ計量の

意味での余次元1全測地的葉層が存在する。

  最後に、様々な問題を与えた。
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学位論文審査の要旨

    学位論文題名
Some remarks on totally geodesic foliations
    ●｜
    ofLorentzlanmanlfoldS

（ローレンツ多様体上の全測地的葉層についてのいくっかの見解）

  閉リーマン多様体上の全測地的葉層については、様々な人によって研究されてきた。例えぱ、

BlumenthalとHebdaにより、余次元1全測地的葉層が存在する閉リーマン多様体の普遍被覆は、

葉の普遍被覆とRとの積に微分同相であることが示されている。また、Ghysにより、閉リーマン

多様体上の余次元1全測地的葉層は位相的には分類されている。よって、閉リーマン多様体上の

余次元1全測地的葉層についてはほとんど重要なことは示されていると言ってもよい。

  一方、閉ローレンツ多様体上の全測地的葉層についてはあまり研究はなされていないようであ

る。Zeghibは次のような余次元1葉層構造に対しては口ーレンッ計量を与えて光的な全測地的葉

層に出来ることを示した：

  (i)1次元正規部分群をもっようなりー群による局所自由作用で軌道が余次元1であるものか

ら定まる余次元1葉層構造；

，(ii)リーマン多様体(M，9）上の余次元1葉層構造Lを、工とエに制限した9を保つMの

微分同相で懸垂してえられた葉層構造。

  また、CarriereとRozoyは光的完備な2次元トーラス上の標準的な光的な全測地的葉層はぴ

線形化可能であることを示した。これらの今までに知られている結果は光的な全測地的葉層に関

してであるので、一般に全測地的葉層について研究してみた。本論文は閉口ーレンツ多様体上の

全測地的葉層について得られた結果をまとめたものである。

  以下、本論文の主な内容を述ぺる。

  まず、擬リーマン多様体上に与えられた葉層構造が全測地的であるかどうか判定する必要十分

条件を得た。この必要十分条件はりーマン多様体でよく知られていた式のアナロジーである。

  次に、基礎になる一般論を考えて，以下のような結果を得た。

  （1）ローレンツ多様体上の余次元k全測地的葉層構造に対して、空間的、時間的、光的な葉

全体の和 集合をそれ それS、 T、Lとおくと 、SとTは開集合、Lは閉集合である。
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  （2）すぺての葉が稠密であるような余次元1全測地的葉層は、すぺての葉が空間的であるか、

すべ て の葉 が 時間 的 であ る か、 すべての 葉が光的で あるかのど れかである 。

  三番目に、基本的な問題として次を考えた：

  問題完備な閉口ーレンツ多様体上の余次元1全測地的葉層で空間的、時間的、光的な葉のう

ち2種類以上をもっものが存在するか？

  この問題に関係する以下のような結果を得た。

  （3）光的完備なローレンツ2次元トーラス上の余次元1全測地的葉層で空間的、時間的、光

的 な 葉 の う ち 2種 類 以 上 を も っ よ う な も の は 存 在 し な い こ と を 示 し た 。

  （4）光的完備でないローレンツ2次元トーラス上の余次元1全測地的葉層で空間的、時間的、

光的な葉のうち2種類以上をもっような例を構成した。

  （5）完備なローレンツ3次元トーラス上の余次元2全測地的葉層で3種類の葉を合む例を構

成した。

  命題（3）の系として以下を得た。

  （6）光的完備なローレンツ2次元トーラス上の全測地的葉層でR,eeb成分をもっようなもの

は存在しないことを示した。

  （7）ローレンッ多様体Mが2次元トーラスに微分同相であるような時間的全測地的部分多様

体Nをもち、さらにNの上に空間的、時間的、光的な葉のうち2種類以上の葉をもっような全測

地的葉層が存在するならば、Mは光的完備ではないことを示した。

  （8）光的完備な2次元トーラス上の非特異なKillingベクトル場は空間的、時間的、光的なべ

クトル場のうちのどれかであることを示した。

  四番目に、リーマン計量の意味で余次元1全測地的葉層をもちえないような閉多様体上に口ー

レンツ計量の意味での余次元1全測地的葉層が存在するかということを考えた。基本群が有限群

であるような開多様体はりーマン計量の意味での余次元1全測地的葉層をもたないが、ほとんど

がそのような多様体の典型的な例である種数1のHeegaard分解をもつ3次元多様体上でローレ

ンツ計量の 意味での余 次元1全 測地的葉層 を構成する 問題を考え 、次をえた 。

  （9）種数1のHeegaard分解をもっような3次元閉多様体上にローレンツ計量の意味での余

次元1全測地的葉層が存在する。

  これを要するに，著者はローレンツ多様体上の全測地的葉層についていくっかの定理を証明し

新知見を得たものであり，葉層構造論に対して貢献するところ大なるものがある・

  よって著者は，北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める．
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