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学位論文内容の要旨

    本論文では、複素平面上のある種の無限連結領域上で有界な正則関数を構成することを目

的とし ている 。この 結果は2葉被覆面の点分離の問題(Myrberg現象）の研究に応用される。
考える領域はつぎのようなものである。△oを穴あき単位円板とし、その中に数列（c”）謠1を

1冫 り 丶0な るよ う に と る。 △ ハ を 中心 C″ 半 径 hの 互 いに 交わ らない 閉円板 とし、 領域
D(cn，rれ）：＝△o丶U△nを考えると、これは無限連結領域になっている。この領域をZalcman

領域と呼ぶ。
    与 えられ た｛cn｝ 謠1がE甚 1hくooを みたせば 無限積 p(z)〓nミ o=i z/cz－Cn)は 収束
して、 △o上の 有理型 関数を 定める 。ここ で半径rハをどのようにとればpがD(cnつh）上有

界になるかとぃう問題に対し、次の結果を得た。
定理｛臨｝器1が条件lim supn→oocれ十1／銘く1をみたすとき、pEHOo(D(cn，rれ））となる

ための必要十分条件はSUPnEN C::/(Cl…Cn－1Tn）くoo.
    ｛cれ｝，（h）に対しCn二二2-h，r”：2－hN（れ）で定まる数列｛l/n｝）｛N（れ）｝を用いて上の
必 要十 分 条 件 を書 き 換 え ると supnENh(N (n)ー疇 ）くooとなる。 ここで 、皖＝ n―(Ul十
…十％ーl）/h，与えられた中心列{Cn｝に対しpEHoo（D（翫，Tn））であるためには、小閉円

板の半 径Tnをど れだけ 小さく 、言い 換えれ ばN(n)をどれだけ大きくできるかとぃう視点で
考えた とき、 この必 要十分 条件は N(n)≦皖十 〇(l/Vn）と書けるので、N（れ）＝皖のとき
が概ねN（竹）の最大を与える。そこで皖の挙動を調べることにより、次のことがわかった。
（ 1） N(n)は 常に N（ n）/ooな る ように とれる 。(2)ある 中心列 {Cn｝に対 しては N(n)はn

に限りなく近くとれる。(3）またある中心列に対してはN(n)は“ゆっくり”としか増加でき
ない。
    （△oっ△o）汀）を限界のない2葉被覆面で｛7r-l(cn））呉1を分岐点にもっものとする。D-
rr-1(D)く△oとおくと、(DっD，7r）は限界のない分岐点をもたない2葉被覆面になる。Hoo（D）＝

Hoo   (D)o汀が成立するとき(D，D，7r）についてMyrberg現象が起こるとぃう。上記の結果を
用いる と、Myrberg現象に ついて HayashiとNakaiに より得 られた Cn二二2-”の場合の結果
をlim supn→oo臨十1/翫く1なる場合に拡張することができる。
定理｛h）甚1はlim supn→oocn十1/臨く1をみたすとする。

（1）supnEN </(Cl…Cn―1Tn）くooならば(D，D，7r）についてMyrberg現象は起こらない。
（2）Hoo（D）に対しz-0で一致の定理が成り立っならばN（れ）→oo.
    ここ でHoo (D)に対 しz＝0で一致の 定理が 成り立 っとは 、次の 性質をもつァEHoo (D)
はノ三0に限るときのことをぃ弧；くlimoア(m)（¢）＝0(m二二0，1っ2っ…）．関数pは導関数に
    ェ

ついては：loimop（m）（z）＝0（m〓0）1，2，…）が成り立つのでpがD上有界ならば一致に定
    Zく
理が成り立たないことがわかる。
  以上の 結果は ｛飾） が条件limsupn→ooCn十l／臨く1をみたす場合のものである。この条

件をみたさない場合として、中心列臨二二れ―。（1くQく2）を考える。このとき、半径hを
ど の よ う に と っ て も pは Zalcman領域 D（ 銘 rハ ） 上 有 界に な ら な いこ と を 証 明し た 。
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  Zalcman領域は単位開円板から原点に収束する互いに交わらない小閉円板列を取り除

いて得られる領域で、無連結領域の最も単純な例として1960年代のL． Zalcmanの研究

以来、様々な観点から研究されてきた。

  本論文では、小円板列の中心が正の実軸上にある場合に、この中心列に極をもち原点

に零点をもつ1次分数関数の無限積で表される関数がZalcman領域上で有界となるため

の条件を、小円板列の半径を小円板の中心列で定量的に評価することで与えている。

  この無限積関数に興味があるのは、この関数の平方根がZalcman領域上の2葉被覆

Riemann面上の正則関数を与え、無限積関数が有界であれば、このRiemann面上の有

界正則関数に関する点分離問題が肯定的に解決されるためである。また、この無限積関

数は原点における実軸の負方向からのすべての高階微分係数が零になっており、一致の

定理との関連性からも興味がある。

  有界性の条件は中心列が等比級数より早く原点に収束している場合に、必要十分条件

の形で与えられている。これは中心列が等比級数の場合の既知の結果を一般化している

だけでなく、中心列が不規則に並んでいる場合を含んでいる。実際、中心列の分布の不

規則性が小円板列の半径の大きさに与える影響を考察している。これは、中心列が2葉

被覆Riemann面上では分岐点に対応していることから、Riemann面の幾何構造が点分

離問題に影響していると解釈できる点で興味深い。

更に、中心列が1ノザ（1くp≦2）で与えられる場合には閉小円板列を互いに交わらな

い限り、どのようにとってもこの無限積関数は考えているZalcman領域で有界にならな

いことを示している。

以上の結果は、ZalCman領域上の一致の定理、2葉被覆面上の点分離問題の研究にお

いて新知見を得たもので、有界正則関数の研究の発展に貢献すること大なるものがある。

  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める。


