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学位論文内容の要旨

  本論文では半線形楕円型方程式の境界値問題の解について、領域に関する特異摂
動問題を取り扱う。非線形楕円型方程式の解が領域の変形に関しどのような振る舞

いをするかとぃう問題は重要でこれまでも多くの視点から研究されている。特に細
い領域上の偏微分方程式の解について、領域が曲線に退化する場合の振舞は多くの

研究者が様々な条件の元で考察している。それらの先駆的な仕事はYanagida（′91）
やHale and Raugel（′95)らによってなされた。前者は曲線に退化する柱状領域に

おいて曲線上のある極限方程式が線形化の意味で安定な解を持っならば、柱状領

域上の反応拡散方程式の安定な定常解が存在しその解は極限方程式の解に一様収
束することを示しており、後者は太さをあらわすパラメータく>0を持つL字型の

細い領域上で半線形放物型方程式の解のアトラクタについてく-0での連続性を
示している。本論文はこれら先駆的な結果の一般化及び精密化である。すなわち、

以下のような仮定を置き半線形楕円型方程式の解の領域に関する特異摂動問題を
考察した。まず領域であるが、その領域は太さパラメータく>0を持ち、くが0に

収束する時ある幾何学グラフに退化するような細い領域とする。ここで幾何学グ
ラフとはぃくっかの滑らかな曲線をっなぎあわせたものである。っまり、その領

域とはぃくっかの柱状領域を滑らかにっなぎあわせた領域で、くが0に近づく時に

細く痩せていき、その極限が幾何学グラフになる領域である。そのような領域上
で半線形楕円型方程式△ぴ十ア（び）-0の解のCに関する漸近挙動を考える。ここ

で△はラプラシアンであり、fは非線形項である。また、境界条件は次のように
与える。考える領域はぃくっかの柱状領域をっなぎ合わせたような領域であった

が、その柱状領域の底面がその領域の境界となっている境界部分ではDirichlet境
界条件を与え、それ以外の境界部分ではNeumann境界条件を与える。この方程式

の解欧が存在する場合、欧はくに関し連続的に変化することが知られているが、
そのパラメータが0に収束する時、その極限はどのように表せるかごく簡単な場
合を除いて明らかではない。特に、いくっかの曲線が一点で交わっているグラフ

に退化するような領域の場合、例えばY字のような三又の領域の場合、Y字は3
本の曲線が真中の1点で交わっているが、その点の近傍で欧がどのような振舞を
するかは自明ではない。しかし本研究で解がsupノルムの意味でパラメータによ

らず有界である場合、く→0としたときの極限方程式である、ある特殊な常微分



方程式系の解に一様収束することを示した。ここで、ある特殊な常微分方程式系

とは幾何学グラフの位相的性質とネットワ←ク型の領域から定まる常微分方程式

系であり、上のY字の場合、
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となる。ここでaiは柱状領域の断面積の比率をあわらし、u‘は各曲線上の関数で

ある。ui(0)はY字の中心の点での値であり、条件（＊）はその点での連続性、（＊＊）
は そ の点 に 流れ 込む 流 量の 総和が0であるこ とをあらわし ている。

  逆にその常微分方程式系の解が存在する場合、その解がどのような条件を満た
していれば元の半線形楕円型方程式の解でその極限方程式の解に収束するものが

存在するかとぃう問題が起こる。本研究ではその点について、その極限方程式の
解についてそのまわりでの線形化方程式の固有値問題が0固有値を持たなければ、

その解に一様収束するような偏微分方程式の解が存在するとぃう結果を得た。極
限方程式の解が線形化の意味で安定な場合はYanagida（′91）で考察されているが

本研究の結果により線形化の意味で不安定な解に対してもその解に一様収束する

偏微分方程式の解の存在を示すことができる。
  上記の結果についてはネットワーク形領域において柱状領域の部分が一様であ

る場合はKosugi（′00）において対応する結果を得ており、本論文のPartIでその
詳細を述べている。しかし、その証明方法はそのまま非一様な場合に適用できな
かった。本研究ではその方法を非一様な柱状領域の場合に応用できるよう新たな

手法を開発し、本論文PartIIにその詳細をまとめた。
  これらの結果を総合すると、その常微分方程式系の解が細い領域上の偏微分方
程式の解を良く近似していることが明らかとなったが、その性質もよく近似して

いるのかとぃう問題が残る。この点について、本研究ではLiapunovの意味での安
定性についてお互いに等しい性質を持っことを示した。っまり細い領域上の半線
形楕円型方程式の解が極限方程式の解に一様収束するとき、それらの解のまわり

での線形化方程式の固有値問題についてその第1固有値はく＝0で連続であるこ
とを示した。
  これら本研究の結果により、その極限方程式の解は細い領域上の半線形楕円型

方程式の解を性質まで込めてよく近似していることを明らかにした。
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偏微分方程式(PDE)の境界値問題の分野において，定義されている領域の大変形あるい

は特異摂動に伴う解の挙動や構造の研究は1980年頃より始まり重要なテーマとなってい

る．代表的なものではMatano，Hale-Vegas，Jimbo，Morita，Yanagida，Hale-Raugelらの研究

があり，反応拡散方程式の解について，パターンフオーメーション等の面白い現象の解の

構成，安定性，特異性などが研究されてる．反応拡散方程式等の楕円型方程式にみられる，

領域の幾何的な形状うや位相的な要因によって解の性質や構造が著しく影響を受けること

が面白い解や挙動の数学現象の探求や構成を強く促している．またこれらの方程式はしば

しば物理のモデル方程式となっていて，実際の現象で幾何的な形状が安定性などの主原因

となるものもありその応用的関連からの動機付けともなっているからである，本論文もそ

のような研究の流れに乗っているといえる．本研究では1次元ネットワークに収束する多

次元有界領域（特異摂動領域）を考え，その上の半線型楕円型方程式のノイマン境界問題

(PDE)の解の特徴付けを研究した．まず解が極限においてネットワーク上の常微分方程

式系(ODE系）の解に一様収束することを証明した．またさらにその線型化スペクトル

の特徴付けを与え解の構造をODE系の解の構造に結びっけた，これによって特異摂動

領域上のPDEのカ学構造（安定性構造）まで込めて特徴付けたことになる．数学の技術

的な側面から見ると，2解楕円型方程式の解の評価理論におけるシャウダー評価および最

大値原理を駆使して可変な特異摂動領域上の解の族のコンパクト性を独自の工夫による部

分的な比較関数を用いて証明している．特筆すべき点は本研究の方法では退化するハンド

ル部分が非一様な場合でも解の一様収束を自由に扱うことができより豊かなケースを扱う

ことが出来る点であり，高く評価される，とくに定常解の特徴付けという部分では

Yanagida，Hale-Raugelの先駆的な研究を本質的に拡張していて大きな貢献を与えている．

また，本研究の方法は他の反応拡散方程式系にも適用される可能性を有しPDE研究に貢

献される期待があります．
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以上の審査結果によって学位申請者小杉聡史は，博士（理学）の学位を得る十分な資格があ

ると認められます．
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