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学位論文内容の要旨

  リーマン不変量のなかで古くから，断面っりッチ，スカラー曲率などが研究されてき
た．最近）Bang-Yen Chenが次のような新しいタイプのりーマン不変量を定義した，
    8(n1）．．．】nk）ゆ）＝↑ゆ）一inftr（工1）十．．．十r（工セ）），
ここで丁はスカラー曲率，工i,--． ,Lkは互いに直交するTpMの部分空間でdim工ゴニニ
q，J＝1冖・ったである，
  さらに彼は実または複素空間形の部分多様体に対して，この不変量と外在的な量であ
る平均曲率を含む不等式を構成した．新しいタイプのりーマン不変量と，これを含む不
等式はいろいろな情報を与えてくれる，例えば，部分多様体のこの新しい内在的な量を
知ることでっ外在的な量である平均曲率を評価することができる．また，部分多様体論
の最も基本的な問題のうちのーつであるっりーマン多様体から実または複素空間形へ
の挿入可能性も分かる，具体的に極小：ラグラジアンまたはスラント挿入であるための
必要条件を与えてくれる．さらに，この不変量はラプラシアンの第一固有値とも関係し
ており、コンパクト既約等質空間の第一固有値の下限を与えてくれる，
  あるりーマン多様体Mから実または複素空間形への挿入が存在し，それが不等式の
等号を満たしているとぃうことはっ各点でその挿入が外空間から最も少ないテンション
をうけていることを意味している，っまりその挿入は，Mからの挿入のなかで最も平均
曲率が小さいことになる．
  この不等式の等号を満たす部分多様体をideal部分多様体とぃう．このよう・な部分
多様体を知ることは非常に興味深いことであり】たくさんの幾何学者によって研究され，
いろいろな例が知られている．M.DajczerとL.A.Floitはユークリッド空間内の8(2)に
関するideal極小部分多様体を完全に分類した，さらに彼らは，ユークリッド空間また
は球面内の極小でない4次元以上の8(2)に関するideal部分多様体を完全に分類した．
3次元の場合はまだ完全に分類されていない，B.Y．Chenは複素空間形内のidealラグ
ラジアン部分多様体を研究しており，最近それらが極小であることを示した．また彼は，
複素双曲空間内の8(2）に関する3次元idealラグラジアン部分多様体を完全に分類し
た．また，複素空間形内の8(2)に関するideal実超曲面も彼によって完全に分類されて
いる．さらにっ彼とL.Vranckenは複素双曲空間内の8(2)に関する3次元proper ideal
CR部分多様体を完全に分類した．
  概複素多様体の部分多様体上に，微分可能な正則分布でその直交補空間が全実分布で
あるようなものが存在するときっその部分多様体をCR部分多様体とぃう．その部分多
様体が正則でも全実でもないときproperとよばれる，正則断面曲率4Eのm次元複素
空間形M…（4E）内の2n次元最大正則分布を持つ(2In十p）次元CR部分多様体に対し
て，次のような不等式が成り立つ．

（1）  6（nl’…，nを）＜－c（nl，．・．，nた）ロ2十6（れ1’．．．1nた）十3（ゾorE〓1）っ

    6（ n1’ … ， nを ） ≦ c（ nl】 … ， nた ） ロ 2ー 6（ nlっ ． ． ． jn七 ） ― 3n
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    3  た
（2）  十互  ”f(アDrE＝―1）〕
    Z
ここでb、cは正の定数である．
  この論文では，非平坦な複素空間形内の一般次元proper ideal CR部分多様体，っま
り （ 1） ， (2)の 等 号 を 満 た す 部 分 多 様 体に つ い て 研 究 し て い る ，
  まず最初に，我々は'ni゚ …- 'rzkー2，p-lの場合に(2)の等号を満たす部分多
様体について研究した．それらの平均曲率ベクトル場面が常にっ全実分布に複素双曲
空間の複素構造ゾを作用させた空間の中に入っていることを示し、そのことを用いて
平均曲率ベクトル方向の単位法ベクトル場が平行であることを得て、平均曲率ベクトル
方向の形作用素の固有値に関するある等式を構成できた．その等式と等号成立条件によ
りった＝nになることが得られた．一方，リッチの方程式をっかうことにより，ある特別
な基底を用いて形作用素をより的確に表現できた，これにより平均曲率ベクトル場が平
行であることも分かる．さらにこの基底を用いることにより, Hopfフんイブレイション
を使って(2m十1）次元反ドゥジッター空間口；…十1（―1）くCl+lのなかで，そのような
部分多様体をあらわす微分方程式を構成することができる．その方程式から積分可能な
(2n十1）次元分布を構成でき）その積分多様体があるm次元複素超平面に含まれるこ
とが分かった．さらにその微分方程式を解くことにより具体的な表現を得た，そのよう
な部分多様体は全て，(m－1）次元複素ユークリッド空間のある条件を満たす2n次元
ケーラー部分多様体で表現できる．
  上で得られた部分多様体は常に平行平均曲率ベクトル場をもっており，次に我々は一
般のnい．．1nた，pの場合にproper ideal CR部分多様体もそのような性質をもってい
るかどうか研究した，実際7複素双曲空間内の全てのproper ideal CR部分多様体は平
行平均曲率ベクトル場をもちっさらにそれらの部分多様体は外空間っまり複素双曲空間
の測地線または円でfoliateされることがわかった，
  次に1我々は複素射影空間内のproper ideal CR部分多様体について研究し）それ
らはある条件のもとで余次元が還元されることがわかった．この結果を使うと3次元
proper ideal CR部分多様体はすべて2次元複素射影空間内に含まれることがわかる，
  最後にっ我々は断面曲率Eをもつ実空間形内の8(2)に関するideal部分多様体jつ
まり次の不等式の等号を満たす部分多様体を研究した，

6（2）≦黼ロ゜十j（n十1）（n―2）E．

(3)の等号を満たす部分多様体はまだ完全に分類されていない，最近7F.Dillenと
L.Vranckenが6次元球面内のラグラジアン部分多様体で】(3)の等号を満たすもの
を完全に分類した．我々は6次元球面内の3次元proper ideal CR部分多様体につい
て研究した，一般にっ(3)の等号を満たすn次元部分多様体にたぃして次の接分布が定
義される．

    の (p)＝ tXEヰ M” I（ n－ 1） ん （ ズ っ Y)〓 n<X,Y)H,VYETpM”） I

ここでんは第二基本形式である，

  複素空間形内ではのが全実となるような3次元proper ideal CR部分多様体の例は

たくさんあるが，我々は6次元球面内にはのが全実となるような3次元proper ideal

CR部分多様体は存在しないという結果を得た，
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    リーマン幾何学において、部分多様体の内在的な不変量（断面、リッチ、スカ

ラー曲率等）と外在的な不変量（平均曲率等）との関係を調べることは、古くから

行われてきた。最近、実または複素空間形の部分多様体に対して、Bang-Yen Chen

が新しい内在的な不変量づ（nい‥nた）を用いて、平均曲率を含む不等式(A)、(B)を

構成した。本論文において、申請者は、複素空間形のCR部分多様体に対する(A)、

(B)の不等式において、等号を満たす部分多様体（イデアルCR部分多様体）につ

いて研究し，4つの場合について重要な結果を得ている。

  Chenの定義したりーマン不変量はっぎで与えられる。

6（れ1’…，nた）（p）＝r（p）―inf（↑（己1）十…十r（工た）），

ここに丁はスカラー曲率、己い．．，工たは互いに直交するろ(M)の部分空間でdimら＝

り，J〓1‥．，たである。概複素多様体の部分多様体上に、微分可能な正則分布でそ

の直交補空間が全実分布であるようなものが存在するとき、その部分多様体をCR

部分多様体という。さらにその部分多様体が正則でも全実でもないときproperとよ

ばれる。正則断面曲率4Eのm次元複素空間形M“（4E）内の2tn次元最大正則分布

を持つ(2n十p）次元CR部分多様体に対して、Chenはっぎの不等式が成立するこ

とを示した。

(A)  8(ni，…，T7.k)≦c(ni,…，Tl,k)H2十b(nl，…，T7k)十3（forE-1），
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(B)
                                -  3 1.

8(T7.1, . . . , Tl.k)≦ C(71.1,.. . , nk)H2 _ b（軋 . .. , nk) - 3rn + - i-: -i    (for  e = -1)

  ここで6（nい．・，nk），c（nい‥nを）はnい．．’TZたによって定まる正の定数である。

また 、実空間 形内の8(2)に関するideal部分多様体には、っぎの接分布が定義さ

れる。

D(p) = {X C Tp(M') I (n - l)h(X,Y) = n(X,Y )IHI,VYE Tp(M')}

ここでたは第2基本形式であり、衄は平均曲率ベク卜ル場である。

  申請者の得た結果はっぎのようにまとめられる。

  (1)複素射 影空間内のproper ideal CR部分多様体は、ある条件のもとで余次元

が還元 されるこ とを示した 。特に、 3次元proper ideal CR部分多様体はすべて2

次元複素射影空間に含まれることを示した。

  (2)複素双 曲空間内のproper ideal CR部分多様体は平行平均曲率ベクトル場を

持ち、さらにそれらの部分多様体は外空間っまり複素双曲空間の測地線または円で

敷き詰められる（ foliateされる）ことを示した。

  (3) ni -…- TLk -2の 場 合 に不 等 式(B)の 等 号を 満 たす 部 分 多様 体 をHopf

ファイ ブレイシ ョンを使っ て(2m十1）次 元反ドジッター空間Hi2m+l(-1)くC7L+l

のなかで、微分方程式を解くことにより具体的な表現を与えた。このような部分多

様体は 全て、（m－1）次元複素ユークリッド空間のある条件を満たす2n次元ケー

ラー部分多様体で表現できることを示した。

  (4)概複素 多様体ず (1)内には、の が全実と なるよう な3次元proper ideal CR

部分多様体は存在しないことを示した。

  (1)の最後は重要な結果であり、(3)，の結果はB.Y. ChenとL.Vranckenの結果の

拡張で あるとともに、これにより平均曲率ベクトル場が平行であるようなCR部分

多様体の新しい例を構成している。(4)は、複素空間形内ではのが全実となるよう

な3次元 proper ideal CR部分多様体の例がたくさん存在することに対して、概複

素多様体ず(1)の特性を示したといえる。

    この学 位論文の 内容は既に 、TsukubaJ．Math.に一部掲載され、残部もすで

に投稿され掲載が決定している。

    審査員一同は、申請者が博士（理学）の学位を受けるに十分な資格を有するも

のと認める。


