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Riesz's functions and Carleson inequalities in
               Bergman spaces

（Bergman空間におけるRiesz関数とCarleson不等式について）

学位論文内容の要旨

  Dを複素平面における開単位円板、Pを解析的な多項式の全体、HをD上の解

析関数全体とする。また、0くp’gくoo、レっpをD上の有限なBorel正測度とする。

ある定数0くCくooが存在して、全ての′EHに対して

    （ム…％冖C（ム…ー）l/’

となるとき、レとpは(g，p）に関する（レ，/L)-Carleson不等式を満たすと呼ぶこと

にする。ここで、工2（レ），工＝（p）を各々Lq（レ）nH，Lp(p,)nHとし、これらを荷重付

Bergman空間と呼ぶ。明らかに、上の不等式が成立することは工＝（p）が工：（レ）に

連続に埋め込まれる事と同値である。本論文において扱っている主要な問題はレと

pが(q，p)に関する（レ’U)-Carleson不等式を満たすための必要十分条件を見っける

ことである。

  問題の意味を知るため、簡単な考察を与える。feロをノELq（レ）nLp(V,)に

置き換えて上の不等式を考えてみる。まず、g二ニpのとき、上の不等式が全ての

′E Lq(レ）np（p）について成立する，ことはDの任意のBorel集合Eに対して、

レ（E）＜－Cp（E）が成立することと同値であることが知られている。また、q>pの

ときは、レ(E)≦CIL(E)q/pと同値であることが解る。gくpのときには、レのpに

関するRadonーNikodym導関数をdu/d,i〓りとおいたときに、りEE‘（p）と同値

になることも解る。ここで、Zはl／t十l/(p/q)＝1とする。再び、ゾをノEHと

して上の不等式を考えると、例えばq-pのとき、任意のBorel集合Eに対して、

レ（E）≦Cp（E）という条件は明らかに強すぎる条件であることが予想される。｀この

考察を参考にして、次のような特殊なBorel集合だけを考えることにする。n，zCD

に対して、九を原点0をaに写すD上の一次変換、また

    Q(a，z）＝l/210g(l+1¢。（z）I）／（1－I¢。（z）I）

と す る 。 こ の と き 、 0く rく ooな る rに 対 し て 、

    Dア(a）＝tzEDI c8(aっz）くr）

とし、これをBergman diskと呼ぶ。さらに、



    1

¢ア（n）二ニ－”覇j蓋―．（吾万-，（。）dp

と 定 義 す る 。 こ こ で 、 mは 正 規 化 さ れ た 2次 元 Lebesgue測 度 を 表 す 。
  a>一1に対してdm。＝（1－｜212）°dmとする。Oleinik-Pavlovはpニニm。、q>p
のとき、（g，p）に関する（レ，U)-Carleson不等式が満たされるための必要十分条件が、
あるr>0が存在して（1一lal2)2－(2+a)q/pDr (a)が有界となることであるということ
を示した。p二ニg、かつa=0のとき、pア（n）三1であることに注意すると、この条
件は舛（n）≦7¢，(a)（aED)と書き換えることができる。ここで、1は定数を表わ
すものとする。すなわち、これは上で述べた条件においてE=Dア(a)としたものに
他ならない。さらに、Lueckingはレ＝m、pニニニXcdmのときに全てのノGPに対
してC a,rleson不等式が満たされるための必要十分条件が上と同様の条件であること
を示した。ここで、XGはGくDの特性関数を表わす。また、Lueckingはp-m、
gくpのときに（q’p）に関する（レ，ll)-Carleson不等式が満たされるための必要十分
条件が、あるr冫0` が存在して舛（a）E工t（m）であることも示した。ここで、tは
l／£十1／(p/q)＝1を満たすものとする。この条件において、もし仮にq一ーp、え- oo
と考えると舛(a)が有界という条件が得られることになる。このように特殊な測度
に対しては幾っかの結果が知られているが、一般の測度に対してはほとんどわかっ
ておらず、問題は非常に難しいように思われる。
  本論文では、まず最初にg一―p二ニニ2の場合について、この問題に取り組む。この
限定されたケースに関する考察が、後の一般の0くq，pくooの場合における考察を
可能にする。これらの考察を行うために、我々はaD上において良く知られたAp．
条件をモデルにし、D上において（A，）・条件および（Ap）a．条件等、新たな概念を導
入する。また、測度の台の分布を表わす量、どR，ぬ等も新たに導入し、それらにつ
いて幾っかの例を通して調べる。主定理は、以下の定理A、B、およびCである。次
の定理Aは、gニニニp二二二2の場合について部分的にOleinik‐Pavlovの結果を含み、ま
た定理Aを得るために導いた命題2．1および命題2．2はより深い考察を行っている。

  定理A．む- wdmっりは(A2)oi-条件を満足するものとする。このとき、次の（1）～

(3)は同値である。

  （1）〃 と冖 は(2っ 2）に関 する （レ ，/L)-Carleson不等 式を 満たす。

  (2)ある0くrくooと0く7くooが存在して

    みァ(a)≦7¢，(a)  （°ED)

である。  ．

  (3)任 意 の 0く rく ooに 対 し て 、 あ る 0く ィ く ooが 存 在 し て   ．

    ウァ（a）≦イ¢ア(°）  （°CD）

である。

  定理Aは、g“p二二ニ2の場合について部分的にOleinik-Pavlovの結果を含ん

でいるだけである。しかし、定理Aを導くために使われた手法は、より一般的な

q>pの場合に対する結果、すなわち次の定理Bにも用いられている。定理Bは

Oleinik-Pavlovの結果を完全に含んでいる。

  定理B．g＞ーpとする。さらに、む＝wdma，りはある1くsくooに対して(A。）・

条件を満足し、ある0くRくooが存在してER（p’a）く1とする。このとき、（g，p）

に関して（りU)-Carleson不等式が満たされる事と、ある0くrくooと0くフくoo
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が存在して（1－Ia｜2）2（1－g／めヰ（a）／¢ア(a)q/p≦7（aED）なることは同値である。

  定理C：qくpかつ、む= wdr77,。とする。

  （1）p<lとする。さらに、りはある1くsくooに対して（A。）・条件を満足し、

ER（p，a）→0(R→oo)とする。このとき、（g’p）に関して（レ，U)-Carleson不等式

が満たされる事と、ある0くrくooが存在してヵ／¢アC Lt(L,.）なることは同値であ

る。こ，こで、l/t十l/(p/q)〓1とする。
    f2

なる

（〃，p

なる

  ここでは、(Ap)-条件、（ん（Q））a，条件、fR(/1,’Q）、ぬ（p’Q，ロ）等の定義や意味につい

ては述べない。ただ、(A″（a））a．条件が満足されれば（ん)-条件を満足し、またp〓0

のときに~R(p，Q）＜―22+。ぬ（p，Q，0）となることを注意しておく。補完点列の概念を

定義するときに用いられたRiesz関数はそれ自身非常に興味深い関数である。よっ

て、定理3.1、定理3.2などにおいて詳しくRiesz関数について調べている。また、

Riesz関数を用 いて、多 項式近似理論と非常に関連の深い荷重付Bergman空間の完

備性等についても考察し、定理3.4においてそれを特徴付けている。
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学位論文審査の要旨
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学 位 論 文 題 名

Riesz's functions and Carleson inequalities in
               Bergman spaces

（Bergman空間におけるRiesz関数とCarleson不等式について）

    レとルは（g，p）に関する（レ，p)-Carleson不等式を満たすとは、ある定数
0く Gく ooが 存 在 し て 、 全 て の ノ ELq（ レ ） nLp(p,)nHに 対 し て

（厶I丱dレ）ソ“≦G（fD川啣）ソp

と なる と きを 言 う 。ここで Hは単位開 円板D上の正 則関数の 全体であ る。申請 者は、

（g，p）に関する（レ，U)-Carleson不等式が成立するレとpはどの様な関係にあるかとい

う問題を研究している。この問題における申請者の動機は正則関数の絶対値に対する興
味から きている が、もとも とは埋め 込み問題 である。 すなわち 、重み付 きBergman空

間工＝（p）が重み付きBergman空間工！（レ）にいつ埋め込まれるかを決定する問題である。

アE工“（レ）ri Lp(p) rlHの代わりに、アE工“（l/）nLp(p)について上の不等式が成立するとす
ると、 q>pのときに は、レとpは Dの任意の Borel集合Eに対して、レ（E）＜一〇p（E）

を満足することと同値であることを示すことはやさしい。qくpのときは、レの'pに関する

Radon-Nikodym導関数をdv/dp〓りとおいたときに、りE己c（p）と同値になることも見
ることはやさしい。ここで、tはl/t斗t/（p/g）〓1とする。/ELq（レ）ClLp(p)ClHの場合に、

問題は 著しく難 しく、pが2次元Lebesgue測度mまたはdrna〓（1―l212）°dm (a>一1）
のときのみ広く研究されてきた。主として、Oleinik-PavlovとLueckingが精力的に研究

した。その結果はノE Lq（レ）nLp(/L)の場合に似ているが、証明は全く異なり難しい。

    さ て 学 位 論 文 の 審 査 の 詳 細 を 述 べ る こ と に す る 。n，zeDに 対 して 、 九を 原

点0を。に写すD上の一次変換、またp（n）z）〓！log（1十｜丸（z）｜）／（1―｜丸（z）I）とす

る。こ のとき、 0くrくooなるrに 対して、 Dア(a)＝tzEDIp(a，z）くr）とし、これを

Bergman diskと恥。さら｜師川＝蒜万ん耻定義する。申繃よ次の定

理を証明している。
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    r―一一ー1
    l定 理」g＞ －pとす る。 さらに 、む〓りdm。，りはある1くsくooに対して
（A，）‐条件若濡更し、ある0くRくooが存在して£R（p，a）く1とする。このとき、（g，p）
に関して（ルル）‐Carleson不等式が満たされる事と、ある0くrくooと0くフくooが存
在して（1－｜a12）2（1一gM露（a）/応（a）“′p≦7（aED）となることは同値である。

    上の定理は、む＝ dmaであるときのOleinik- Pavlovの結果を含んでいる。ア
イディアは(A，）‐条件を用いかつ、測度pについての量ER（p）を導入したことにある。
q>pの場合の結果としては、美しい満足されるものである。申請者は、更にgくpの場
合を研究して、む＝ dmであるときのLueckingの結果を含む形の定理を証明している。
p<lのときは上の定理で、eR（p，Q）く1をeR(LL，Q）→0(R→oo)でおきかえたとき
に証明している。証明は困難で、申請者は、AmarやRochbergらが考察している正則関
数の補間問題を、Riesz関数を用いて、一般的に解くことにより証明している。1くpの
ときは更に困難で、強い条件のもとに証明している。しかし多くの具体例を含む。

    以上の申請者の研究は、Carleson不等式についての、最終的な結果を与えた
ものではないが、この困難な問題への大変興味ある第一歩を与えるもので、博士（理学）

の学位を得るにふさわしいものである。


