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学位論文内容の要旨

  本論文は単独の半線形波動方程式に対する初期値問題を研究したものである。その目的

は、任意の小さな初期値に対してどこまで時間大域的に解が存在するかという一般論に対し

て、解の非存在という逆の立場からある種の枠組みを作ること1こある。その枠とは非線形

性の強弱であったり、初期値の無限速方での挙動であったりする。解は古典解を考える。

  一般論は大きな初期値に対して作れないことがわかっているので、ここでは初期値は十分

小さいと考える。  一般論では口u三群u－△u＝F(u，Du)という形を扱っている。  こ

こでDは時空間の微分で、Fは滑らかな非線形項で多項式のオーダーをもっものとする。

  これに対する反例を作るのが目的であるから、ここでは方程式の物理的意味などは一切考

えないことにした。本論文では扱う方程式を一般論との対応を考慮に入れて□u - lulpと

口 u - lutlpと い う 特 殊 な 形 の も の に 限 っ た 。   こ こ で p>lと す る 。

  第1章では前半で最新の一般論の紹介を行い、後半でこれらの特殊な方程式の歴史を述

べている。具体的には次のような予想を立てている。まず初期値の台がコンパクトの場

合を考える。  このとき時間大域解が、1くp≦ Po(n)ならばある正の初期値に対レては非

存在、p冫Po(n)ならぱ任意の初期値に対して存在するというようなPo (n)がある。  ここ

でnは空間の次元を表している。  これはそれぞれの方程式について具体的に書くことが

できる。  もちろんこの予想は一般論と整合している。次に初期値の台がコンパクトでな

い場合を考える。台のコンパクト性を取り除くことは、解の漸近挙動の調査や散乱理論へ

の応用などで重要である。  このときコンパク卜のときの存在の場合であるp冫Po(n)のと



きでも、初期値の無限遠方での減衰が悪いと非存在になってしまうことがある。以上の予

想を定式化して、以下の各章で詳しく解析している。

  第2章は波動方程式の基本解に対する各点評価の準備に充てている。一般諭ではL2_理

論のおかげで空間の次元が高くても苦にはならない。  レかしここで扱う方程式は非線形項

の可微分性が低く、一般論の最大の武器であるエネルギ一法が使えない。そこで基本解の

各点評価を用いて解析することになる。゛基本解は空間の次元が4以上になった途端に複雑

になる。具体的には正値性がなくなるのである。解の爆発を証明するためには正値性は

不可欠である。  ここでは時空間の一部分を取り出レてそれをうまく解決している。

  第3章では台がコンパクトである場合の非存在をすべての次元で証明している。ただし

□u - lulpについてはp” Po(n)のn＞―4の場合は残したままになっている。  3．1節は

□u - lulpのn-2，3のときの非存在をより詳しく、解のlifespanの上からの評価も含めて証

明している。lifespanとは解の存在する最大時間Tのことである。具体的には、初期値に

小さいパラメ一夕E＞0を付けてu（エ，0）＝Eヤ（エ），ut(エ，0）〓£¢（ヱ）としT＝T（E）とする。

  時間大域解の非存在とはT(E）く+xのことである。  この節ではさらに1くpくPo(n)

のときT(e)≦Ce－2p(p－1）／1（p，…、p二ニPo(n)のときT(e)≦exp(C~-P(P―1））ということを示

している。  ここでCはピに無関係な正定数である。7(P’n）=2十（n十l)p－（n―l)p2で、

このときのPo(n)は7(P，n）=0の正根であることに注意する。興味深いのは時間局所解の

存在によってT(e-)は下からも同じEのオーダ―で評価されていることである。  3.2節は

□u - luIPの1くpくPo(n)の場合の非存在をすべてのnに対レて示している。  3.3節は

□u - lut lPの1くp≦ Po(n)の場合の非存在とlifespanの評価をすべてのnに対して示して

いる。  具体的には1くpくPo(n)のときT(e)≦Ce－（p－1)/(1－（n－l)(p－1)/2)、p゚  Po(n)の

ときT(e)≦exp(Ce一（’－1））ということを示している。  この場合はp0（n）＝（n十l）／（n－1）

であることに注意する。  このときも時間局所解の存在によってT(~)は下からも同じEの

オーダーで評価されていることが一部の場合はわかっている。  この章で証明している結果

の中には知られている古いものも含まれているが、証明は遥かに簡略化してあり統一的で

ある。

  第4章は本論文の中核をなす部分で、台がコンパクトでない場合の解の非存在をすべて

の次元に渡って証明している。  まず前提として台がコンパク卜ときで存在する場合である



p冫Po(n)を仮定する。  このとき次のような初期値の遠方での減衰の臨界値伽の存在が

予想されている。lxl→ooのとき▽呈ヤ（エ），▽呈砂（エ）〓〇（Iエl-^ ）ここでQ，pはp＝0

を含む適当な多重指数で、K≧伽ならばT（c）：十ooとなる。  反対にャ（ヱ）三0，サ（エ）>

M/(l十Iz｜）‘ここでM>O，0く茂くK0ならばT(e)く十ooとなる。  さらにこのとき評

価T（ピ）くCE―(Ko-K） -‾が成立する。  時間局所解の存在によってT（£）は下からも同じ£

のオーダーで評価されていることが一部の場合にはわかっている。  この臨界値Koはlulp

に対しては（p十l)/(p－1）で、lutlpに対してはl/(p－1）である。  これは方程式のス

ケール変換に対する不変性に関係している。っまりu(x，t）が方程式を満たしているなら

ぱ、uR(x，め-R^ 。－1u(Rx，Rt)，R>Oも方程式を満たしているというものである。以上

はn-2，3のときには第2章で述べた理由によってある程度わかっていた。  この章では

基本解の正値性をうまく引き出すことによって、上の非存在の部分をすべての次元に対して

証明することに成功した。

  以上の本論文の解析によって、小さな初期値に対する時間大域解の存在の一般論に対して

初期値の無限遠方での挙動の制限を明確にしたことになった。  この点では当初の目的は十

分達成されたと言える。
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    （半線形波動方程式の大域解の非存在）

  本論文は単独の半線形波動方程式に対する初期値問題を研究したものである。その目的

は、任意の小さな初期値に対してどこまで時間大域的に解が存在するかという一般論に対し

て、解の非存在という逆の立場からある種の枠組みを作ることにある。その枠とは非線形

性の強弱であったり、初期値の無限遠方での挙動であったりする。解は古典解を考える。

  一般論は大きな初期値に対して作れないことがわかっているので、ここでは初期値は十分

小さいと考える。  一般論では□u三auー△u＝F(u，Du)という形を扱っている。  こ

こでDは時空間の微分で、Fは滑らかな非線形項で多項式のオーダーをもっものとする。

  これに対する反例を作るのが目的であるから、ここでは方程式の物理的意味などは一切考

えないことにした。本論文では扱う方程式を一般論との対応を考慮に入れてロu - luIPと

ロ u＝  IutIpと い う 特 殊 な 形 の も の に 限 っ た 。   こ こ で p>lと す る 。

  第1章では前半で最新の一般論の紹介を行い、後半でこれらの特殊な方程式の歴史を述

べている。具体的には次のような予想を立てている。まず初期値の台がコンパクトの場

合を考える。  このとき時間大域解が、1くp≦p0（n）ならばある正の初期値に対レては非

存在、p＞Po(n)ならば任意の初期値に対して存在するというようなpo (n)がある。  ここ

でnは空間の次元を表している。  これはそれぞれの方程式について具体的に書くことが

できる。  もちろんこの予想は一般論と整合している。次に初期値の台がコンパクトでな

い場合を考える。台のコンパクト性を取り除くことは、解の漸近挙動の調査や散乱理論へ

の応用などで重要である。  このときコンパクトのときの存在の場合であるp冫Po(n)のと

きでも、初期値の無限遠方での減衰が悪いと非存在になってしまうことがある。以上の予

想を定式化して、各章で詳レく解析している。
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  第2章は波動方程式の基本解に対する各点評価の準備に充てている。

  第3章で は台がコ ンパクト である場 合の非存在をすべての次元で証明している。ただし

口 u - lulpにつ い ては p=ニPo(n)のn>4の 場合 は 残 した ま まに な っ てい る 。   3.1節は

□“ - lulpのn＝2j3のときの非存在をより詳しく、解のlifespanの上からの評価も含めて証

明して いる。lifespanと は解の存 在する最 大時間Tのことである。具体的には、初期値に

小さいパラメー夕£冫0を付けてu(x，0）〓ecp(x)，ut(ヱ，0）＝E¢（z）としT＝T（E）とする。

  時間大 域解の非 存在とは T(£）く十 ooのことである。  この節ではさらに1くpくPo(n)

のときT（E）＜―Cど―2p(p－l)/-y(p’…ヽp二ニPo(n)のときT(a')＜―exp(C~-P(P―1））ということを示

している。  ここでCは£に無関係な正定数である。y（p’n）〓2十（n十l)p―（n―l)p2で、

このと きのPo(n)はy(pっn）＝Oの正根であることに注意する。興味深いのは時間局所解の

存在に よってT(e)は 下からも 同じEのオ ーダーで評価されていることである。  3．2節は

口u - lulpの1く pくPo(n)の場合 の非存在 をすべて のnに対して 示してい る。  3．3節は

口u - lutlpの1く p≦ Po(n)の場合の非存在とlifespanの評価をすべてのnに対して示して

いる。  具体的には1くpくPo (n)のときT(e)≦Ce―（p―1)/(1ー（”―l)(p－1)/2)、p‘ Po(n)の

ときT(E)＜―exp(C~―（p－1））ということを示している。  この場合はPo(T7)＝（n十l)/(n－1）

である ことに注 意する。   このとき も時間局所 解の存在によってT(e)は下からも同じEの

オーダーで評価されていることが一部の場合はわかっている。  この章で証明している結果

の中に は知られ ている古いものも含まれているが、証明は遥かに簡略化してあり統一的で

ある。

  第4章は 本論文の 中核をな す部分で 、台がコンパクトでない場合の解の非存在をすべて

の次元 に渡って 証明している。まず前提として台がコンパクトときで存在する場合である

p＞Po(n)を仮 定する。   このとき 次のよう な初期値の 遠方での 減衰の臨 界値知の存在が

予想されている。lxl→ooのとき▽竺ヤ（z），▽名ゆ（z）＝〇（lxI－＾）ここでa，pはp＝0

を含む適当な多重指数で、, >伽ならばT（£）＝十ooとなる。反対にャ(x)三0，ゆ（エ）>

Mノ(1十1ヱ I）＾ここ でM>O，0くKく ぉoならば T(£）く+ooとな る。  さら にこのとき評

価T(e)くCEー (K0－K）一lが成立する。  時間局所解の存在によってT(e)は下からも同じE

のオー ダーで評 価されていることが一部の場合にはわかっている。  この臨界値coはlulp

に対し ては（p十 l)/(p―1）で、 lutlpに対して はl/(p―1）である。  これは方程式のス

ケ ール 変 換 に対 する 不変性に 関係して いる。以 上はn -2，3の ときには基 本解の単 純さ

によってある程度わかっていた。  この章では基本解の正値性をうまく引き出すことによっ

て、上の非存在の部分をすべての次元に対して証明することに成功した。

  以上の本論文の解析に・よって、小さな初期値に対する時間大域解の存在の一般論に対して

初期値の無限遠方での挙動の制限を明確にしたことになった。

  よって 著者は、 北海道大 学博士（ 理学）の学 位を授与 される資 格あるも のと認める。


