
博 士 （理 学） 高橋 秀慈

学 位 論 文 題 名

On global weak solutions of the nonstationary
        two-phase Navier-Stokes flow

（非定常ニ相ナヴィエーストークス流の大域弱解について）

学位論文内容の要旨

ここでは粘性．の異なる互いに溶け合わない二相非圧縮流体の運動を考察する。

問題の定式化：Qを境界が十分滑らかな（少なくともC2＋p，0くルく1）R”（n冫2）での領域とする。今Qの中

に、水と油のような粘性の異ナょる互いに溶け合わない二種類の非圧縮流体が入っている。粘性をそれぞれ叫，リー

とし、レ十冫レ―とする。（記号上、しぱしぱ叫Iレーを同時に岨と書く。）密度は一定であるとし、1とする。粘性レ士

の流体の速度をu土ー―u士（t）2）、圧カを汀士二ニ7r士（えIよ）とする。時刻£における粘性レ士の流体の占める領域をQ土（め

とする。このときu士と万士は次のN avier―Stokes方程式を満たす。

Otu+ - u+Au±十（u士．▽）u士十¥77r士二ニO，  divu+二ニ01  inQ士（t），  0くtくァ，  (1)

ここでみは時間微分、▽は空間微分を表し、△はラプラシアン、．はぺクトルの内積を表す。Q十（t）とQ－（モ）の和集

合の補集合を界面と呼び、r（めで表す。r（t)はQ十（Z）とQ―（めの間の境界となるような滑らかな超曲面とする。こ

のとき界面rG)上で流速は連続であるとする。すなわち、

u十：ニu―’on
r(t) (2)

（注：一般には界面上でニっの流体は滑ることがあるが、ここではそのような状況は考えない。）nをQ十（モ）から

Q―（t）への単位法線ベクトルとする。界面上でストレステンソルのn方向成分が連続とする。すなわち、

7T＋（u十，汀十）．n〓T｜―（uー’7r―）．n）  on  r（t） (3)

ここでストレステンソルはヱユ（u士’rr士）：＝レ士D（“±)―万土Jで与えられ、D（u）〓（Dんf（u））：＝諾+諾は~ iテン

ソルを表す。次に界面の運動条件を課す。レ＝レ（Z12）をxEr(t)におけるn方向のr（めの速度とする。界面は

流速と共に動き、Qの境界〇Qと直交するとする。すなわち、

レ-u十-non   r(t),  y-n-0 0n ag2nr(t),  （初期分布）  fl+(0)〓Q土o  (4)



ここで1はaQの内向き単位法ベクトルである。（界面の運動速度レは流速と独立に定義されるので(4)第一式は

レの定義式で独なく、界面と流速との関係式であることに注意したい。）なお(4)第一式、第二式より〇Q上に

おいて界面はaQ上の流速の接線方向成分によってのみ輸送されることが分かる。ここでは界面がaQ上で動くこ

とを許したいので、Qの境界上で非粘着条件を課す。すなわち、ある既知な連続関数ん＝ん（モ，キ）に対して、

（境界条件）u土一ーんonafz*G)nOfl，  （初期条件）u士”んonQ士（0）  （5）

とする。ただしんはJ8fl h(t，ヱ）．イ（z）ぬ-0をすべてのtで満たすとする。なお外カはOとした。

問題意識：  目標は、二っの粘性レ十とレーが十分近く、んが十分小さく滑らかなとき、任意に与えられた初期分布

Q士0に対し、(1)一(5)の時間大域解を構成することである。たとえぱーっの相がちぎれるとき、界面は微分

不可能となるが、今までにその直前まで滑らかな解が得られている。そこでその後も追跡できるような解を構成

したい。Giga and Takahashi [GT]がレ十とレーが十分近いとき、周期境界条件下で二相Stokes流の大域解を構成し

ている。流速が十分遅く滑らかなとき、Navier-Stokes方程式のかわりに線形なStokes方程式を考えることがで

き、周期境界条件下では境界は二相間の界面だけとなる。ここでは彼らの議論をより自然な条件下で発展させる。

なお表面張カの効果は考えられていない。二相が細かく分かれて界面の曲率が大きくなるほど、表面張カも大き

くなる。表面張カを考慮すると、（3）のようにストレステンソルの法成分は界面上で連続にならない。（この場

合は今後の課題として、ここでは表面張カを無視した。）この問題では（1）―（3）及び（5）が流体の運動を

記述し、(4)が界面の運動を記述しているが、流速、圧カと共に界面も未知であり、未知関数が三っあることに

注意したい。

証明の方針：まず与えられた流速蜘に対して、u十- 710として（4）を解いて領域の時間発展Q聖を求め、Q士（t）＝

fl奮（t）として（1）―（3）及び（5）を解いて、流速Ulを求める。そして、不動点定理によりI10”u1となるよ

うな流速が求まれぱ、それが（1）ー（5）の解として期待できるであろう。ただし、この3っの各段階で、解

の定義をより弱く（広く）することによって、より一般化された状況を許す。よってここで得られる解は、ある

条件下では適切な解となる弱解（広義解）と呼ぱれるものである。

  まず界面の輸送方程式（4）をより一般化する。界面は滑らかでないかも知れないので、界面をある補助関数

のゼロ等高面とみなす。もし蜘がりプシッツ連続なら、補助関数の一意存在が知られている。しかし、後に不動

点定理を連続関数空間上で適用するので、蜘はここでは単なる連続関数である。よって界面の運動の一意性は期

待できない。そこで(4）の一般化された方程式の解の内で一番早く動いたときの解（最大解）と一番遅く動い

たときの解（最小解）の一意性を示し、最大解と最小解のゼロ等高面の間の領域を界面とみなす。しかしもし一

意性があったとしても、一般化された解のゼロ等高面は厚くなるかも知れない。このようにここでは、界面が有

限時間内に厚くなることを許すような二相の領域の広義時間発展を大域的、一意的に構成する。（なお[GT]は境

界条件第二式を伴わない場，合に広義解をト―ラス上で求めている。（周期境界条件下での運動はトーラス上での運



動 と み な す こ と が で き る 。 ） こ こ で は 第 二 式 を っ け て も彼 ら の 議 論を 拡 張 で きる こ と を 示す 。 ）

  次に、Navier-Stokes方程式（1）―（3）を一般化する。粘性を与える関数レ〓レ（モ，£）をQ士（めでレ土をとる階

段関数とする。速度uをQ土（めでu士とし、圧力7rも同様に定める。このとき（1）第一式と（3）は形式的に

8tu - ¥7 . (vD(u)) + (u . ¥7)u + ¥77r = 0,       in   (O,T) xQ (6)

と同値である。((6)は超関数の意味で理解される。レは界面で不連続で微分されているので、界面が台となる

ディラックの6関数が現れる。これが（3）に対応する。（界面が滑らかな超曲面なら、真に同値になる。））これ

によって方程式を固定領域Q上で考えることができるようになった。同様に固定領域上で

diwu -0，  uI8fl－―んl8fl，  lllt=o‾hIt=o (7)

を得る。界面が厚みを持っかも知れないので、レに界面上でレ十と比の問の値、たとえば平均値（レ十十レ－)/2を与え

る こ と に よ っ て 、 (1)― (3)及 び (5)は 、 (6)― (7)と 広 義 に 解 釈 さ れ る。

  粘性係数レを蜘に対して定まる領域の広義時間発展C2Ioを通じて定まる階段関数リ“。とする。レ。h。に対して

（6）―（7）を解く際、初期境界値を引いて0とする。このとき湧き出しが発生する（div(u - h)≠0）ので、

Bogovskiの作用素を適用する。解は（叫-比）/叫とんのあるノルムが十分小のとき、得られる。このように（6）―

（7）の解u1が定まるので、写像S： UOト→u1が得られるが、Sは必ずしも連続と1よいえないのでLeray-Schauder

の不動点定理を適用できない。[GT]がSをグラフが閉となる集合値写像Sに拡張し、角谷の不動点定理を適用し

ている。こうして得られた不動点は残念ながら(6)をQ全体で満たさないかも知れない。実際、界面で（6）は

成り立たない。しかしQ十，Q―では成り立っ。

  なお角谷の定理でSのコンパクト性が要求きれるが、それは不連続粘性係数をもつN avier・Stokes方程式(6)ー

（7）の先験的評価によって与えられる。ト―ラスのように境界のない領域では、Stokes方程式は熱方程式に帰着

され、容易である。ここではGiga，GigaandSohr［GGS］のStokes方程式の解の評価を利用する。またStokes方

程式の場合と違って（6）―（7）の評価を得るに絃、流速が（工”十2で）十分小さいことが要求される。これは

データんによって与えられる。（なお通常の一相NavierIStokes方程式で、流速が工”十2に入るとき、滑らかにナょる

ことが分かっている。）

  このようにここで得られた弱解は、もし界面が厚みを持たず滑らかならば、（1）―（5）の（時間大域）解と

なるというものである。またこの弱解の一意性は不明なので、仮に界面が厚くならないとしても、既に知られて

いる時間局所解と一致するかどうか分からない。実際に界面が厚くなるかどうかも分からず、厚くなるような例

も 発 見 さ れ て い な い。 一 意 性 を得 る に は 、界 面 に 関 する 本 質 的 な情 報 が よ り要 求 さ れ るで あ ろ う 。
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学 位 論 文 題 名

On global weak solutions of the nonstationary
        two-phase Navier-Stokes flow

（非定常ニ相ナヴィエーストークス流の大域弱解について）

物 理 学 の 基 本 的 な 方 程 式 の 数 学 的 解 析 は 重 要 で あ る 。   申 請 者 は 主 に 非 圧 縮 性 粘 性 流

体 の 運 動 を 支 配 す る ナ ヴ ィ エ ． ， ス ト ー ク ス 方 程 式 の 数 学 的 研 究 で い く っ か の 成 果 を あ

げている。本論文でtま、容器の中にはいった解け合わない2流体の運動を記述する2

相ナヴィエ・ストークス方程式を扱った。基本的な問題tま、  与えられた初期値に関し

て解が存在するかということである。  ここでは、  2流体は、  密度が等しく粘性だけ異

な る と す る 。   固 定 境 界 上 の 流 速 は 既 知 と す る 。 注 目 す べ き は 、   2流 体 の 境 い 目 の 運 動

も 未 知 で あ る い わ ゆ る 自 由 境 界 に な る 点 で あ る 。

こ の ，問 題 に 対し て は 、   短 い 時間 な ら 、  解 が存 在 す るこ と が わか る のみで 、  時間大 域

的 に 滑 ら か ナ ょ 解 が 存 在 す る か は 不 明 で あ る 。   と い う の は 、 一 方 の 流 体 が ち ぎ れ た り す

る こ と が あ り う る の で 滑 ら か な 解 の 範 囲 で 考 え た の で は 、   時 間 大 域 的 に は 解 け な い 可

能 性 が あ る か ら で あ る 。   し た が っ て 弱 い 解 の 概 念 が 必 要 で あ る 。

2流 体 の 問 題 は 、   ナ ヴ ィ エ ・ ス ト ー ク ス 方 程 式 を 線 形 化 し た ス ト ー ク ス 方 程 式 に 対

し て も 自 明 で は な い 。   そ れ に っ い て 申 請 者 は 、 以 前 適 切 と 思 わ れ る 弱 解 の 概 念 を っ く

り2粘性があまり異ならないとき大域的弱解を構成した。  しかし、  そこでは周期境界

条件を仮定しているので、非斉次ディリクレ条件を固定壁に課した場合には、  適用で

きなかった。



  本論文で申請者は、  2相ナヴィエ・ストークス方程式にっいても速度場（固定壁上）

が小さければ、  ディリクレ条件の場合も、  自由境界が固定壁と直角に交わる大域弱解

を構成した。

  周期境界条件の場合は、  ストークス方程式は、本質的に熱方程式になるが、  ディリ

クレ境界条件の場合は、  工夫がいる。  申請者は、  ストークス方程式のよいアプリオリ

評価を導きそれを解決した。

    固定壁が出現したために、速度場を与えたときの自由境界の運動の広義解にっいて

あらたな工夫がいる。  この点は、  既製の理論をうまく適用しなおして、  克服されてい

る。  また非斉次のディリクレ条件のため、  それを斉次になおす必要がある。  し・かし、

ふっうに行うと圧縮性条件が保たれない。  そこ

めに、発散が与えられたときの速度場を、台を

で申請者は、圧縮性条件を回復するた

ふやさぬように構成するボゴスキ一公

式を巧みに用いていた。

  弱解の構成は不動点定理による。与えられた速度場にそって、その法則で自由境界

を動かす。  その自由境界を与えて、  速度場をナヴィエ．ストークス方程式を解くこと

により求める。  こうすると速度場に対して新たな速度場がもとまる。  この写像の不動

点が解であるが、非線形偏微分方程式諭でよく用いられるルレイ・シャウダ―の不動

点定理は写像が連続でないので適用できない。  そこで多価写像に拡張して、  角谷の不

動点定理を用いた。  この部分は既に2相ストークス方程式に周期条件を課しても問題

であるが、  ナヴィエ・ストークスの場合さらに面倒になり、非線形項の評価も必要に

なってくる。  申請者は、  これらの技術的困難を克服し、大域弱解の構成に成功した。

この解を古典解との関係はすべて未知であるので、  今後の解明が期待される。

    以上、  申請者は、  ナヴィエ・ストークス方程式の解析で著しい研究成果をあげた。

    なお学位論文は、  このままの形で応用数学の国際誌である、Advances in Mathe―

matical Sciences and its Applicationsに掲載されることが決まっている。

    審査員一同は、  申請者が博士（理学）の学位を受けるのに十分な資格を有するもの

と認める。


