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学位論文内容の要旨

（X，m）を測度空問とすると、Lp（X，m）（0くp茎∞）に属する可測関数は、Hllbert空

間Lz（X，m）上の（一般には非有界な）掛算作用素を弓｜巻起こす。この事はHflbert

空間Hに作用する半有限von Neumann環Mとその忠実正規半有限トレースrに対

して、次のように一般化される。H上の稠密定義域を持つ閉作用素8がMに付随的

であるとは.  a.の極分解をa”u｜81とした時、u及び｜B｜．のスペクトル射影が

Mに願する事をいう。さらにあるt冫0があって、区間（t．∞）に対応するIa｜の

スペクトル射影のでの値が有限となる時、8誼で－可測であるという。で―可測作用

索の全体は測度位相によって完備位相＊―環となり、これがvon. Neumann環に付随し

た非可換積分論の土台を与える。特にM〓Loo（X，m）の場合は、通常の測度収束に関す

る位相でMを完備化したものである。

Segal及 び Dixmier独、 1958年、 18｜ の pべき が 有限 な での 値 を持 つよ う

なで一可測作用素aの全体を非可換Lp一空間Lp（M．で）と定，義した。これは可測関数

のなすLp一空間と、コンパクト作用素のなすSchattenのCp‐イデァルの統一拡張を

与えるものである。

非可換Lpー空間憾、順序付きBanach空間の広いクラスを与えるものとして、また

von Neumann環論にとって誼標準形および自己共役錘の脈絡で、様々ナょ角度から研究

されている。

Ko lmo goroVやZygrnund等強、  （可測関数の）Lp一空間では｀conjugateーtunctlon op

eratorのようぬ作用素の性質を叙述するに不十分であるという事を明らかにし、

Orlicz空間やLorentz空間が50年までに導入された。Orlf cz及びLorentz空間
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を 公 理 的 枠 組 み の 中 で 統 一 す る 試 み 独 Halperln等 に よ っ て 始 め ら れ 、 Luxemburgが

55年 に Banach関 数 ノ ル ム と Banach関 数 空 間 と い う 現 在 の 定 式 化 を 与 え 、 Zaanen

等 と 共 に 基 本 的 理 論 を 展 開 し た 。 一 方 、 Schatten等 独 、 非 自 己 共 役 作 用 素 の tri－

angular formと の 関 連 か ら 、 コ ン パ ク ト 作 用 素 の ナ ょ す 対 称 ノル ムイ デア ルを 公理 づ け

た。

次の結果倣よく知られている。C（H）でH上のコンパクト作用素全体を表すと,C（H）

上の対称ノルムと（1，2，…）上の再配列不変関数ノルム独1対1に対応する。コンパ

ク ト 作 用 素 の ナ ょ す 完 備 対 称 ノル ムイ デア ルが 可分 であ る ため の必 要十 分条 件注 、対 応

す る 再 配 列 不 変 関 数 ノ ル ム が 絶 対連 続で かつ Hが可 分ナ ょ事 であ る。

本 論 文 で は 、 測 度 空 間 上 の可 測関 数が ナょ す（ 可換 ナ ょ） Banach関 数空 間と 、コ ンパ ク

ト 作 用 素 が ぬ す Schattenの （ 非 可 換 ナ ょ ） 対 称 ノ ル ム イ デ ア ル の 統一 拡張 とし て 、さ

ら に 非 可 換 Lp一 空 間 を 一 般 化 す る も の と し て 、 び 一 有 限 な 半 有 限 von Neumann環 Mに

付 随 し た 非 可 換 Banac、 h関 数 空 間 の 公 理 を 導 入 し た 。 こ れ 独 、 Schattenの 方 法 を 踏 襲

し て 、 可 測 関 数 の Banach関 数 空 間 の 公 理 に 対 称 性 を っ け 加 え た だ け の 自 然 ぬ も の で

あ る 。 具 体 的 に は 、 非 可 換 B'an ach関 数 ノ ル ム は Mに 付 随 し た で 一 可 測 作 用 素 環 の 非

負 自 己 共 役 元 全 体 上 の ∞ も 許 し た 非 負 関 数 で あ り 、 そ の 定 め る 非 可 換 Banach関 数

空 間 瀘 lalの ノ ル ム が 有 限 値 と ナ ょ る て 一 可 測 作 用 素 aの 全 体 で あ る 。 作 用 素 の 非

可 換 性 強 、 作 用 素 の 族 の 上 限 を 取る 操 作や 単純 ぬ三 角不 等式 を許 さナ ょい が、 ノル ムの

対 称 性 に よ っ て 、 非 可 換 Banach関 数 空 間 の 一 般 論 を 可 換 な 場 合 と ほ ば 並 行 に 進 め る

事 が 出 来 た 。 特 に 、 緩 や か な 条 件 の 下 で 、 非 可 換 Banach関 数 空 間 と そ の 2階 の

ass． ociate spaceが 一 致 す る 事 を 示 し た （ Theorem 2.7)。 Mが 因 子 環 の 場 合 弦 、 射 影

の 比 較 定 理 に よ っ て 、 その 条 件独 自動 的に 満た され てい る。

で ― 可 測 作 用 素 環 に お い て 、 80年 代 ま で に 得 ら れ て い た Fatouの 補 題 や 抑 制 収 束 定

理 の 非 可 換 版 倣 測 度 収 束 を 仮 定 す る も の で あ っ た 。   Mが 固 有 無 限 の 場 合 、 非 可 換

Banach関 数 空 間 論 を 展 開 す る に 倣 こ の 仮 定 が 強 す ぎ る と い う 困 難 を 解 決 す る た め 、 局

所 的 測 度 収 束 の 概 念 を 導 入 し た 。 で 一 可 測 作 用 素 の 列 tXn） が xに 局 所 的 測 度 収 束 す

る と 独 、 で (p)く ∞ ナ ょ る 任 意 の 射 影 作 用 素 pに 対 し て 、 （ PXnP） が pxpに 測 度 収 束
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する事で ある。この とき、局 所的測度 収束列に対して、一般化されたs―num berに関

するFatouの 柿題の拡張 を、．ス ペクトル 射影のやや詳しい計算によって示した(Le－

mma3．4）。これを用いる事により、次の定理を得た（Theorem3．6）。

【定理 】Mが因子 環ならぱ 、でー可測 作用素環 上の非可 換Banach関数ノルムと、

区間(0，で (1））上の再 配列不変関数ノルムとが、自然に1対1に対応する。

再 箆 列不 変 関数 ノ ル ムが 非 可換 Banach関数 ノ ルム を 定 める 事 に つい て は、80年 代

後半にFack一幸崎、日合一中村及びB．Dodds―T．Dodds―de Pagterによって得られ゛た、

で ‐可 測 作 用素 に 関す る 一 般化 されたs― numberのmaiorizationと、Lemma3． 4を用

いる。逆 に非可換Banach関 数ノルム から再配 列不変関 数ノルム を構成するに独、因子

環の仮定が本質的である（ Remark3．8)。具体的ナょ構成に用いるの倣、日合一中村が発

展さ せた、コ ンパクト作 用素のSchmidt分 解の連続 的類似物である。

こ の 事 よ り 、 非 可 換Banach関 数空 間 の研 究 誼 、（ 可 換な )再 配 分 不変 Banach関 数

空 間と因子 環の直積分 における それらの 属性の振舞いの研究に、原理的には帰着され

る よ うに恩え る。特に 、再配列 不変関数 ノルムの 絶対連続性 は非可換 Banach関数ノ

ルム に 遺伝 す る事を示 し（ Theorem4．4)、 非可換Banach関 数ノルムが 可分な空 間を

定 め るた め の必 要十分 条件は、 対応する 再配列不変 関数ノル ムが絶対 連続でか つMの

前双対空間が可分なことである事を示した（ Theorem  4.9）。，また、この過程は、局所

的測 度収束列 に対する抑 制収束定 理、絶対連続ノルムを持つ元全体とて―コンバクト

作、用素の閉包の包含関係についての結果も含んでいる。
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学位論文審査の要旨

学 位 論 文 題 名

Non-commutative Banach function spaces

（非可換バナッハ関数空間）

  積分論の基本概念で、ある測度空間に対して、その上の可測関数からなる空間と

してのバナッハ関数空間の概念がある。これは、いわゆるp乗可積分な関数からな

る空間らや本質的に有界な関数からなる空間工ooなど具体的に知られているバナッ

ハ空間としての関数空間を含む一般的な概念である。他方、フエン．ノイマンによっ

て導入された作用素環（フォンノイマン環）は、上述の工ooをヒルペルト空間Lに自

然に掛け 算作用素として 作用している とみたとき、 その拡張概念 として捉えら

れ、いわゆる非可換積分論の範疇に属する基本概念である。フエンノイマン環に対

しては、その非可換性ゆえに基いとなる測度空間と類似の概念を導入することは

困難であるが、それが工ooに相当することかららに相当するものを直接に導入する

ことがで きる。このこと は1950年代から近年 にいた．るま で多くのひとの努カ

によって明らかになった。

  測度空間(X，m）上の可測関数′で、十分おおきなtに対してmt£jl′（¢）1〉－t）が有限であ

るようなもの全体は測度位相に関して完備な位相＊環をなす。このことは、半有

限なフエンノイマン環Mに対して、測度mの代わりに忠実正規半有限トレースTを用

いて一般化される。すなわち、Mに付随した閉作用素aで、十分おおきなtに対して

区間(t，oo）に対応するlalのスペクトル射影のァの値が有限であるようなもの（r可測作
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用素 ）全 体は 「測 度位相 」に 関し て完備 な位 相＊ 環をなす。上述のバナッハ空間は

す べ て こ れ ら の＊ 環 を 用 い て 構 成 さ れ る 。本 研 究は 、こ のこと を用 いて 、上 述の

ら 空 間 に と ど まら ず バ ナ ッ ハ 関 数 空 間 の 概念 を フォ ンノ イマン 環に 導入 する こと

を 目 指 す も の であ り 、 フ エ ン ノ イ マ ン 環 が半 有 限で ある 場合に その 目的 を達 成し

た。 具体的には、申請者は、び有限なフォンノイマン環に対して、非可換バナッハ関

数ノ ルム の概 念を 定義し 、そ の種 々の性 質を 明ら かに すると とも に、半有限な因子

環 の 場 合 に 、 それ を 決 定 し た 。 正 確 に は 、定 理 3.6にお いて 、r可測 作用 素環 上の

非可換バナッハ関数ノルムと区間（0，T(l））上の再配列不変バナッハ関数ノルムとが自

然 に 一 対 一 に 対応 す る こ と を 示 し た 。 さ らに 、 申請 者は 、その 証明 の過 程に おい

て、 フエンノイマン環が固有無限である場合（因子環ならばT(l)＝OOの場合）を取り

扱 う た め に 、 局所 的 測 度 収 束 の 概 念 を 導 入し 、 測度 収束 に対す る、 一般 化特 異数

(generalizeds―number）に関するファトーの補題をこの場合に拡張した。これは本論文の

なかでもかなり技術的な部分である。

  これらのこと、により、非可換バナッハ関数空間の研究は、（可換な）再配分不変バ

ナ ッ ハ 関 数 空 間と そ の 直 積 分 の 研 究 に 、 原理 的 には 帰着 される 。と くに 、申 請者

は、 再配 列不 変バ ナッハ 関数 ノル ムの絶 対連 続性 は、 対応す る非 可換バナッハ関数

ノル ムに 同様 の性 質を引 き起 こす ことを 示し （定 理4．4）ぐ 非可 換バナッハ関数空

間 が 可 分 で あ るた め の 必 要 十 分 条 件 は 、 対応 す る再 配列 不変バ ナッ ハ関 数ノ ルム

が 絶 対 連 続 で フエン ノイ マン 環の前 双対 空間 が可 分であ るこ とを 示し た（定 理4．

9） 。 ま た 、 局所 的測 度収束 列に 対す る抑 制収束 定理 、絶 対連続 ノル ムを もつ 元全

体 と 丁 コ ン パ ク ト 作 用 素 の 閉 包 の 包 含 関 係 に つ い て の 結 果 な ど を 得 た 。

  以 上、申請者は、「非可換化」の過程を、バナッハ関数空間に対して統一的に適用

し新 たな 理論 を構 築した 。審 査員 一同は 、こ れら の成 果など によ り、申請者が博士

（理学）の学位を受けるに十分な資格があるものと認定した。
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