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学 位 論 文 題 名

Pseudo - product graded Lie algebras of irreducible type

（既約型の擬積次数っきり一環）

学位論文内容の要旨

    本論文の目的は，既約型の擬積次数っきり←環の構造を調べることである．以下，擬積次数っきり一環の幾何

学的背景及び主定理を述べるために準備を行う，

    m＝O，くO卸を有限次元次数っきりー環とし，c’fを。―1の部分空間とする．その時I系卿＝(m｜（野）’〈。宀め

Iま，条件

    （1）mはIg－1で生成される．

    (2) e－i=eOf

  （3）【c’e］〓む，ぬ=o

を満たすとき，擬積基本次数っきり一環と呼ぷ．

    fm：(m，（帥)p<0，c，f），刪〓(m′，(dp )PEZt，〆‾，ć 2）を2っの擬積基本次数っきりー環とする，mからḿ 上への

次数っきり一環としての同型写像アは，位数2の置換げが存在してノ（メ）=ć ゲ（i）を満たすとき，卿から冊´上へ

の同型写像と言う．そして輒から輒′上への同型写像が存在するならば、fljtは卿′に同型であるという．また，

擬積基本次数っきり一環tU＝(g,（り）’Ez’c，めが条件“よE。－1，k｜e―1］＝0号z＝o”を満たすとき，非退化であ

るという，

    9‘(DPEz卸を次数っきり一環とし，c，fを。－1の部分空間とする．今，P－＝(D’く0eP，o一＝（。－，（帥)p<0，ctめ

と置く，系o＝（g’（。p)pEz，c’f）は，条件

    （1）o－は，擬積基本次数っき9一環．

    (2)9‘O，Ezりは推移的である（すなわちzE。’（p≧0），（らg－］〓0今エ= o).

    （3）［知，elくc，【g。，f］くf

を満たすとき｜擬積次数っきり一環と呼ぷ．特に，9-2≠0であり，。0-加群c；fが既約である時｜oはI既約型であ

ると言う．この場合o－は非退化である．

    o＝（。，(Op)pEZ,c，f），ガ＝(g'，(9;)pEZ，c‖，c′。）を2っの擬積次数っきり一環とする．。から。´上への次数っき

り一環としての同型写像アが存在して， f lg－がo－からo′―上への同型写像となる゛とき，oはó に同型である

という．

    f弧〓（。’(ep)pE五，c，f）を擬積基本次数っきりー環とする．g。をDe匸e,Df匸f，Dep匸eP(p〈－－2）となる。の

微 分全体 のな すりー環とすると，m0 90は推移的次数っきり一環となる．良く知られているようにt推移的次数つ

きり一環る＝(DPEzbで。’‘b（p≦0）を満たす最大ものが存在する，その時，系o＝（ゑ(e）’EZ,宀f）は，擬積

次数っきり一環になり卿の延長という．もし輒が非退化ならば，うは，有限次元である，このことから，既約型の
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擬 積 次 数 っ き り ― 環 o＝ （ 9， (eP)Pez’ clf） に 対し て， 卑 は有 限次 元 であ るこ と が判 る，

    擬積次数っきり一環は，田中昇教授による常微分方程式の幾何学的理論と深く関係している．この理論は，擬

積多様体を通じて常微分方程式を幾何学化するものである．以下，擬積次数っきりー環が擬瞶多様体の幾何といか

に｜娜聶しているかをのべる．

    貝を多様体，E，FをR上の微分式形とする．対（EIF）は，条件

    (1）EnF=O

    (2)E，Fは完全積分可能，

を満たすとき，R上の擬積構造と呼ばれる．擬積構造を備えた多様体を擬積多様体とよぷ．(R：E，F)を擬積多様

体とする．その時，D=E十Fと置くとDは，R．上の微分式形となる，そこで，Dの局所断面の芽全体のなす層

口に 対して，Rの局所ペクトル場 の芽全体のなす層 TRの部分層の族(Dp)pく。を次のように定める，

D-l＝口，口P〓'Dp+l十rDp+l，口ーll(p≦ー2）

Rの 各 点エ に 対 し て ， 接 空 間 疋 Rの 部 分 空 間 D^ （ z） （七 ≦―1）を ，Dた（ エ） 〓｛ j己 E£ R： tX1エ E Dt｝ によ って 定

義 す る （ こ こ で ， ベク ト ル 場 xに 対 し て ， [x]エ で Xの ゴ で の芽 を ， 丑 で ゴ で の 値 を あ ら わす ） ， 今 我 々 は ， 次 を

仮定する，

    (i）Dは正則である（すなわち、各DI（z）〓UエERDI（z）Iま微分式形である），

    (ii）ある正整数pが存在して，D―゛（エ）〓TrR (VTE圃

    Rの各点zに対して，g一1（ゴ）=Dー1（め，帥（z）＝工）’（エ）／D’十‾（£）（p≦ー2），m（z）：O，〈。。’（z）と置く，その

時 自 然 に m（ め 上 に り ー 括 弧 が 定 義さ れ て m（ ロ〕＝ O， くO SP（z）は 次数 っきり 一環 にな り， かっdimm（エ ）＝ dimR

である．更にc（z）＝E（エ），f（z）＝F（エ）と置くと，系輒（エ）＝（m（z｝’（g（エ）p)pく0｜c（エ），式z））は，接覇竇基本次数っき

り一環になる．これをェにおける微分式形Dの表象代数という，

    擬 積 基 本 次 数 っ き り 一 環 卿 が 与 え ら れ た と き ， 擬 積 多 様 体 (R： E， F)は ,Dが 正 則 で ， 各 点 ぷ で 表 象 代 数

卿（エ）が鰤に同型で，dimR＝dimmの時，鰤型であるという，

    輒 ＝（ m｜ (eP)Pく。，c，f）を非退化擬積基本次数っきり一環，o：（g，(Op)pEZt，c，f）をその延長とする，そのとき

任意の娵型の擬積多様体(R：E，F)に対して，多様体PとP上のgに値をとる1一形式uであって条件i)

dimP〓 dim。 ，ii） Pは R上 の ファ イ バ 一 多 様 体 ， m） uは P上 の 絶 対 平 行 性 を 与え る ， を 満 た す も の が 存 在す る こ と

が 田 中 昇 教授 に よ っ て 示 さ れ た ． 特 に， (R： E， F)の 無 限 小 自 己 同 型 の な す り一 環 ゜ は ， 有 限次 元で dim。≦dim。

を 満 た す ，さ ら に あ る 条 件 の 下 で （ 例え ば ， gが 単 純 ま た は 3階 以 上 の 常 微 分方 程式か ら導 かれ るも のなら ば） ，自

然 に （ R： EF） に 同 伴 し た R上 の o型 の カ ル タ ン 接 続 が 存 在す る ． こ の 様 に ， 擬 積 次 数 っき り ― 環 を 考 察 す る 事

は，幾何学的に意味を持っ．

    常 微 分 方 程 式 か ら 導か れ る 擬 積 多 様体 に同 伴し た表 象代数 とし ての 擬積基 本次 数っ きり r環 nt =（m，（ 印)p<U，

t，f）の延長o＝（。，(gP)PEZ，ctめは，既約型であり更に次の条件を満足する

    (gl)。l≠0

    (g2)゚ ―1（。）ふ｛zE。ー1：【エ，EB，<-？。’］＝0｝≠0

    こ れ ら の 条 件 を 満 足す る 擬 積 次 数 っ き り ― 環 を 分類 す る の が 学 位 論 文 の 目 的で あ る ． す なわ ちI次の 主定 理を

得た



    ［定理］o＝（。，（印)PEn，c’f）を条件(gl)を満たす実または複素数体上の既約型の擬積次数っきり一環とする．

その時，次が成り立っ，

    (1)。？≠0ならぱ，gは，有限次元単純リ一環である，

    (2） 92‘0で，条件(g2)を満たすならぱ，oは，ある既約（【，M)型または位数2の既約（【，M，N)型の擬積次

数っきり一環に同型である，

    ここで，上述の既約（【，M，N)型及び位数2の既約（［，M，N)型の擬積次数っきりー環は，次のように構成され

るものである，

    今，【〓【―1e【。O【lを完約次数っきりー環であって，1：〓LIe［し1，【1］e【1が単純であり，j（【）く【o（ここで．31 I

は,Iの 中心）となるも のとする．ま た，M＝(Dp― lMp(k≧2）を 有限次元の忠実な既約次数っきl・加群であって

M_1 +OかっMは，【‐加群としてM－1で生成されているものとする．

    先 ず第一に既約（ f，M)型の擬 積次数っきり一 環を構成する ．Mを可換リ一環と考えて｜【のMによる半直積

。‘【xMを構成する，そしてD上に次数づけ(ep)pEZを

oP = Mp (p < -2),   9-1 =しio M_i,   gp = cp (p > O)

によって定める，そのとき，系（g，（野)PeZ，L1，M―1）はI既約型の擬積次数っきり一環となり｜(g1）｜（g2)を満足す

る，この擬積次数っきりー環を既約（f，M）型の擬積次数っきり一環という，

    次に位数たの 既約（【，M， N)型の擬瞶次 数っきり一環を 構成する．上言己の仮定に加えて，NをA2(M)のEI

音盻カロ君羊で，A2(M)/Nカ露カ口君羊として自明となるものとする．今，【―カ群R＝O’く0馬をRp〓M’（一l>p〉―

ー七），R－｜―1＝A2(M)lN，によって定義する．その時，Rは，次数っき【‐加群になる，更に，R上のり一括弧を，

【z， ッ］=剄£A雪 ）（よ，ッEM)（ここで¢は A2(M)からR－＾－1上への自然な射影）およびぼIR―＾―l亅=0に

よっ て定義すると，R：(DPく。 Rpは，次数っきり一環になり，【のR上への作用が微分としての作用になる．従つ

て，【のRによる半直積ヰ‘ txRが構成できてg上の次数づけ(Lip)pEZが

    1

    9’〓 Rp（p≦―2），g一1：し10R一1，。’‘り(p〉―0）

によって定まる．その時，系（鍋（。p)pEZ，し1，M－1）は既約型の擬積次数っきり一環となり，（gl）を満足する．この

擬積 次数っきり― 環を位数kの既 約（【，M,N)型の擬積次数っきり一環という．特にk=2の時，(g2)を満足する．

    また，我々は 複素数体上の既 約（【，M)型 または位数2の 既約（【，M，N)型である擬積次数っきり一環o=

（。，（。P)PEz，c’めに対して，。－の延長が無限次元となる場合を分類した，
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学位論文審査の要旨
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学 位 論 文 題 名

Pseudo-product graded Lie &lgebras

                of irreducible type

（ 既 約 型 の 擬 積 次 数 っ き り ー 環 ）

こ の 学 位 論 文 は 、 微 分 方 程 式 系 の 幾 何 ’ 学 的 理 論 に お い て 意 味 を も っ も の で あ

る 。 こ の 理 論 は 、 微 分 方 程 式 系 を 幾 何 構 造 と し て 表 現 し 、 そ の 構 造 の 不 変 量 の 研

究 を 通 じ て 微 分 方 程 式 系 の 分 類 問 題 と 幾 何 学 的 積 分 問 題 を 論 ず る こ と を 目 指 し

て い る 。 主 査 は 、 か な り 以 前 か ら 、 2階 以 上 の 階 数 を も っ 常 微 分 方 程 式 系 を 含 む

一 連 の 有 限 型 微 分 方 程 式 系 に 対 す る 幾 何 学 的 研 究 を 進 め て き た 。 そ の 研 究 の 第 1

段 階 は 、 上 述 の 微 分 方 程 式 系 を 擬 積 多 様 体 と し て 表 現 す る こ と で あ る 。 こ こ で 、

擬 積 多 様 体 は 、 あ る 自 然 な 条 件 を 満 足 す る 積 多 様 体 の 部 分 多 様 体 の 抽 象 化 で あ

る。研究の第2段階は、擬積多様体に対して表象代数と呼ぱれる最初の不変量を

構 成 す る こ と で あ る 。 こ の 表 象 代 数 は 、 擬 積 多 様 体 の 各 点 の 近 傍 に お け る 擬 積 構

造 の 基 本 的 性 質 を 代 数 学 的 に 表 現 し た も の で あ り 、 擬 積 多 様 体 の 不 変 量 の 詳 細 な

研 究 に お い て 極 め て 重 要 ナ ょ 役 割 を 果 た す 。

こ の 学 位 言 侖 文 の 研 究 対 象 で あ る 擬 積 次 数 っ き り ― 環 は 、 擬 積 多 様 体 の 表 象 代

数 の 抽 象 化 と 見 倣 し う る も の で あ り 、 次 の よ う に 定 義 さ れ る 。 g゜ E。 ’ を 次 数 っ き
    pEZ

リ ー 環 と し 、 g― =E帥 と お く 。 次 の 条 件 を 満 足 す る g― 1の 部 分 空 間 の 組（ c，f） が与 え ら
    pくO
れたとき 、g‾E 9pを擬積次数っきり 一環とよぷ。
    p
  (a)g―＝ Eg’は 基本 次 数っ きり一環であ る。即ち、0く‘Hmaーくooであり、 g－はg―1によっ
    pくO
て生成さ れる。
  （b） g゚ E帥は推 移的であ，る。即ち、p≧O，ゼE帥，［露，g－1］〓｛0｝ならば、で＝0である。
    p
  （ c） 。 ― l“ cof， ［ c， c1〓 ［ flf］ ＝ ｛ 0｝ ， ［ go， dcc， 【 ， f］ く f．
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擬積次数っきり―環は、g－ユ≠｛0｝であり、かっgの部分リ―環90のc及びf上の自然な

表現がともに既約であるとき、慨約型と呼ばれる。申請者は、条件gl≠ {0｝，g2”｛0｝，

aーi(o)チ{0｝を満足する既約型の擬積次数リ→環の2種類のモデル――既約（【，M)型の

モ デ ル と 位 数 2の 既 約 （ 【 ’ M， N)型 の モ デ ル ー ― を 構 成 し た 。 こ こ で 、

a-l(g) = {z E 9-il[z, ep] = {O},p≦ -2}.

こ の 学 位 言 侖 文 に お け る 主 定 理 は 、 適 当 な 付 帯 条 件 を 満 足 す る 既 約 型 の 擬 積 次 数

っきり一環に対する構造定理あるいは分類定理と見倣しうるものであり、次のよ
うに述べられる。

  主 定理 ：g-E帥 を 複素 数体 また は実 数体 上の 既約 型の 擬積 次数っきり←環と
    p
する 。

(1)g2≠{0｝ならば、gは有限次元で゜ありかっ単純である。

  （2）g1≠｛0｝，g2―｛0｝，a－1（g）≠｛0｝ナょらぱ、g‾EgPは既約（【，M)型のモデルかまたは位数
    p
2の既約（【，M，N)型のモデルに同型である。

こ の 主 定 理 は 、 ま ず 第 1に 擬 積 多 様 体 の 不 変 量 の 研 究 に お け る 基 礎 的 な 結 果 で

あ り 、 第 2に 表 象 代 数 に よ る 擬 積 多 様 体 の 粗 い 分 類 に 寄 与 す る 結 果 で あ る 。 こ の

よ う に 主 定 理 は 、 擬 積 多 様 体 の 研 究 、 従 っ て 有 限 型 微 分 方 程 式 系 の 幾 何 学 的 研 究 に

お い て 重 要 な 意 味 を も っ 結 果 で あ る 。 特 に 注 目 す べ き は 、 主 定 理 を 基 礎 に し て 、

将 来 意 味 の あ る 新 し い 種 類 の 有 限 型 微 分 方 程 式 系 が 発 見 さ れ る 可 能 性 が あ る 点

で あ る 。 さ ら に 主 定 理 は 、 多 変 数 の 複 素 解 析 学 の 研 究 と 密 接 に 関 係 す る 擬 複 素 多

様 体 の 幾 何 学 に も 応 用 し う 、 る も の で あ る 。 こ こ で 、 擬 複 索 多 様 体 は 、 あ る 自 然 な

条 件 を 満 足 す る 複 素 多 様 体 の 実 部 分 多 様 体 の 抽 象 化 で あ る 。

  主定理の証明は、長くまた容易ではない。申請者は、かなり大がかりなプログ

ラムを設けて証明に臨み、有限次元リ―環の表現論を駆使し、また次数っきり―

環に対するカッツの手法を活用するなど様々の工夫を凝らして、証明を完遂してい

る。これは、申請者のカ量と並々ならぬ数学的才能を物語るものである。

    申請者は、参考論文で、擬積次数っきり―環の拡張である完全可約な深さ有

限、推移的次数っきり―環に対するー般的な構造定理を証明し、また複素数体上

の無限次元、深さ有限、単純次数っきりー環を分類することに成功している。

  申請者提出の学位論文及び参考論文における上述の成果は、微分幾何学、微分方

程式論及びり一環論の研究に新しい知見をっけ加えたものであり、高く評価され

る。2月10日に最終試験と外国語の試験が行われ、満足すべき結果を得ている。

  審査員一同は、申請者が博士（理学）の学位を受けるに十分ナょ資格があると認

めた。
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