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学 位 論 文 内 容 の 要 旨

  卅はすぺてアーベルp群とする．群（1が´Fえられたとき，モのft，欝の部j｝ nYrに対して’ncaL hull（その部分耐を々む

触小のneat subgroup）が存在すること注よく知られている．しかし，その部分群を舎む戚小のpure subgrOIJpにれ
をpure hul[という）は心、ず存´［すると廿IWらない．そこで、いかなる部分肝にっいてpIJre huIJが存在するかという
問題舂｛生圭れる．そこで，pure hullをもつ部う｝群を，purifiable subgroupと定義する．一方，直和因予はpure
suhgroupであるが，モの逆は成立しない．では，いかなるpure subgroupが直和因子となるかという問題が生じるが，
この問題に閏して次のような結果がある，

肝Gの部分群AがGのpure subgroupであるための必要t‘分条件は，G[p]/A[p]がG/A[p]のpurifiable subgroup
となることである．（命題1．12)

従って，purifiablc suhgroupを特徴付けすることが，必要となる．そこで，［：q，[4]，［8]，匸l3］の研究がされた，これ

らを受約すると次のようになる．

群〔jの部i群Aが，purifiable subgroupで，そのpure hullをHとするとき，Hの構造は次のようになる．

    （1）H＝MmN，ただしM，NはHの部分群，
    （2）H［p］＝＾［P］，Nはboundedである．E‖ち，ある整数mに対して，pーN=O．従って，P～G[pY：A．
    （3）AはHのalmoSt，denSeSub£rouPである．

まず，輙しいinvariantである，GにおけるAのn-th overhane:Vー（G，A）を導入する．これを使ってAが（；の
puririable subgroupであるための必要条件「Vn（G，＾）=O for almost all n~OJ（この条竹ニを満たす部分lAをGの
cvcnt,llally vcrLical subgroupという）を得る，この条什が，必嬰t゙ 分でないことはlI亅亅かであるので，坎にいかなる卅
（；において，または，いかなる部分群Aにおいて，この条件が必要t分条什となるかを調べる．まず，部分lfAが〔ニの
almoqt-dense subgroupのとき必要t‘分となることを証明する，
  次にAがGのIいで，kernel of puriLyのとき，AはGのpurifiable subgroupであることは，自明の事婁である．こ
の事史から，AがGのkernel of purityであることの新しい特傚付け（n．thovcrhangに関係した）を示し，さちに
2つのI・´′｝条件を示す．そjLらは，次の結県である．

群Gの部 分群AがGの中 で，kernel of purityである ための必要十分条件は，A[PJがG[P]のなかでdenseである

か，または，次の条件をみたす非負整数kが存在することである．＾。 (G) =Ak (G)≠Ak．I (G) andDn（G，A）〓Ofor all n>k．

群Gの部分群Aが，purifiable subgroupとなるための十分条件は，次の2っである．

    (1） An(G) =An゙ 1(G) for all n>mとな る 非負 整 数mめ｛ 存在する．
    （ 2） Dn（ G， A)=O for all n>mと な る 非 負 整 数 mが 存 在 す る ．

K.Henabdallah．B.Chales，＾Hader [2Jでは，す′くての部分群がevcntually vertical subE::roupとなる群（ニを特徴1寸
けしている．IlTち，zrt cJのreduccd partが，quasi-complete p-groupとなることである．このことは，第7驫でその

概蕚を述ぺている．次に，purifiable subgroupよりも条什の弱いquasi-purifiable subgroupの慨念を墫入する，群
Gの部分 群Aがquasi・ purifiable subgroupである とは，Aを含む pure subgroupKがあって， AがKのalmost-
dense subgroupであるようなGのpure subgroupKが存在することをいう，fこれlま，pure hullの条件の（：いのみを
髑たしている）またこのKをAのquasi―pure-hullという．
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そこで，この概念を使って，E2lで特黴付けした群（そのreduced partがquasi-complet，ep・grouP）のさらに細かい
特徴付けを与える．

群Gが，モのreduced partがquasiーcomplete p-groupである群となるための必要十分条件は，Gのすぺての部分
群がquasi-purifiable subgroupである．

さらにこの結果から，「群Gがtorsion-co■plete p-groupのとき，すぺての部分群は，モの部分群を台む傾小の直和
因子をもつ」という結果を得る．
  一カ，共通部分問題(Jntersection Problem)とは，っぎのような問題をいう．一般に，いくっかのpure suhgrOIJP
の共通部分は，部分群にはなるがpure subgroupとなるとは限らない．そこで逆に，いくっかのpure subgroupの共
通部分となるの倣いかなる部分群かということが問題となる，すでに，無限們のpure subp:roupのユ£逓部分となる部´′｝
群の特黴付け性なされている．([7］，[11]，［24］）モこで，L．Fuchsは[10]のなかで次のような問題を提起している．こ
れを共通部分問題という，

典通部分問題  一般のアーベル群において，有限惘のpure subgroupのjち通部分となる部分群を決定せよ．

K.Benabdallah and S.Robert [6]において，p群における，有限個のneat subgroupの共通部分となる部分群の特徴
付けがなされた，その中で，彼らは部分lttAのneat hullをNとするとき，dim (N／＾）がinvariantとなることに着
目して，次のような結果を得た．

群Gの部分群Aが，m憫のneat subgroupの共通部分となるための必要十´´｝桑竹：は，次のことである．
    （m―2）dim (G［ PJIA［ pJ） ≦ diIJJ (N/A）く (mー1）dim（ G［ p］ ／A［P］）．
さらに，dim(G[pj/A[p])く∞のとき，m=2である．

そこで，群 Gの部分群Aが ，quasi-purifiableのとき ，そのquasi-pure-hullをKとすると，dim (K/A）[p]が
invariantになることを示し，これをDef (G,A）と定譲し，また，dim (G[pj/K[pJ）もinvariantとなることを証明
して，これをCOIIJ（G，A）と定義して，モれぞれ，GにおけるAのdefective dimension及びcomplemental dimension
と名付ける．この概念を使って，群Gのreduced partがquasi-complete p-groupのとき，共通部分問題の完全解答
を得る．結果は次の通りである，

#Gのreduced partがquasi-coiplete p-groupのとき’その部分群AがGの有限個のpure subt:roupの共通部
分となるため の必要十分条件 は，次の通り である．
    あ る 正 の 整 数 tが 存 在 し て ， Def（ G， ＾ ） ≦ tCoI（ G， ＾ ） が 成 り 立 っ ．

次にこの共通部分問題のさらに群しい特徴付けを試みる．上の特微付けにおける，部分群Aを台むpure subgroupは
必ずしもAのpure hul亅とは限らない，そこで，この部分iIVAが，有限們のAのpure hullの共通部分となるのはい
かなるときか？という問題を提起する，このときAは，purifiable subgroupとなる，従って，ある非負整数mが存在
して，Vn（G．＾）=O for all n>mとなる．そこでまず，Reduction定理を噂く．

群Gの部分群Aが，モの有限翻のpure hullの共通部分となるためには，っぎの2つのことが同時に成立しなければ
ならない．
    (1）p‾Gの巾で’P―GflAは有限翻のpure subl:roupの共通部分となる．
    (2）ある正の量教tが存在して，Def(G，＾）5tCo一(G，＾）が成り立つ．

従って，今後この問題に対しては，Vn（G，A)=O for all n~0という条件を付けてよいことになる．またさらに，部分
群Aが．ヒで述ぺた2つのpurifiable subl:roupとなるためのI．分条件を満たすとき，この問題の完全解答を得る．
モ こ で ， 上 で 述 ぺ た Def（ G， A), Com(G， ＾ ） を さ ら に 拡 張 し て ， 次 の よ う に 定 義 す る ．
    Defn（G，A）＝dim（p“（H/A）），COHin（G，A）〓dim（pーG[Pコノp”H匸pユ）
このとき，Hは部分群Aのpure hullであって，これらはHのとり方にはよらない，これを使って次の結果を得る．

部分t#Aに対して，ある非負整数mが存在して，An（G）＝An゙ 1(G)  for all n~niが成り立っとき，このAが有限個のA
のpure hullの共通部分となるための必要十分条件は，次の条件を潤たす正の整敷s，tが存在することである・
    Def(G,A)5tCo■(G，A), Def"(G,A)5sC011im(G,A)

部分群Aに対して，Dn（G，A)=O for all n~nとなる非負整散mが存在するとき，このAが有限飼のAのpure hull
の共通部分となるためには，ある正の整数tが存在して，Def(G，＾）5tCorn(G，＾）が成り立っことである．なお，
このとき，Co.(G，A）＝Con（G，A）となる．
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学 位 論 文 審 査 の 要 旨
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ON  QUASI-PURIFIABLE  SUBGROUP S  AND  TIlE  I N T F.RSECTION  PROBLEM

（ 準 純 粋 包 を も つ 部 分 群 と 共 通 部 分 群 問 題 に っ い て ）

奥 山 京 氏 提 モ 15の 学 位 論 文 付 、 無 限 ア ― ベ ル 群 、   特 に （ 準 ） 純 化 可 能 部 分 群 と jL通 部

分 群 問 題 に 関 す る も の で あ る 。   本 論 文 に は 巾 請 者 に よ っ て 得 ら れ た 多 く の 興 味 深 い 定

即 が あ る 。   以 下 で や や 群 し く 述 ぺ る が 、   キ ． 要 な 成 緊 は 、   新 し く 導 人 し た 梱 刈 不 変 靈 を

用 い て （ 準 ） 純 化 司 能 部 分 尋 ≠ に な る た め の 条 件 を 与 え た こ と と 、   共 通 部 分 群 問 題 に ヌ 、 t

す る ー っ の 解 答 を 与 え た こ と で あ る 。

以 下 pは 素 数 、   Gは （ 無 限 ） ア ー ペ ル p群 と す る 。   し た が っ て 各 元 の 位 数 は pの べ

きである。  またAはGの部分離とする。  G［p］は位数高々pの元のなす部分群を表
わす。

す ぺ て の pの べ キ qに た い し て 、 AnqG〓 qAが 成 り 立 っ と き 、   Aを 純 部 分 群

（ pure subZroup)と い う 。   Aを 禽 む 最 小 の 純 部 う ｝ 群 （ 純 粋 包 ） が 存 在 す る と き 、   A壱

純 化 可 能 （ purlfiable)部 分 群 と い う 。 純 部 分 群 1ま 、 直 手 U因 子 の 概 念 の 拡 張 で 、   ア ー

ベ ル 珊 綸 に お け る 巌 も 雷 要 な 概 念 の ひ と っ で あ る 。   次 が q｜ 嗣 者 が 得 た 純 化 可 能 性 の ホ

質 的 な 必 霞 条 什 を 与 え た 定 理 で あ る 。

定 FIi：   Aが 純 化 司 能 な ら 、   ほ と ん ど す べ て の 突 山 部 が 0で あ る 。

こ こ で 突 ni部 （  overhang)と は 、   tf｜ 納 者 が 噂 入 し た 新 し い 不 変 爪 で あ り 、   モ の n効

性 が ア ー ペ ル 群 論 の 分 野 で 急 速 に 恕 め ら れ っ っ あ る 。   こ の 方 而 の rtJ心 的 研 究 課 題 で あ

る ncat部 分 群 や resldual部 分 恥 と の 闇 係 も 、   巾 珊 ＃ や カ ナ ダ の グ ル ― プ

の 卻 f究 で 浮 か び 上 が っ て き た 。   純 化 可 能 部 分 LIAの 純 粋 包 の 有 界 直 和 岡 子 を Aの 剰 余
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部 分 群 と い う 。   こ れ に 閲 し て ql締 肴 は 次 の T要 な 鮎 果 を 証 明 し た 。

定 珊 ： 純 粋 包 の 剰 余 部 分 餅 は 同 型 を 除 い て 一 意 的 に 定 ま る 。

（ こ の 定 理 は 、   ア ー ペ ル 群 論 の 世 界 的 研 究 者 で あ る モ ン ト リ オ ー ル 大 学 の べ ン フ プ ダ

ラ 教 授 と の 共 著 の 論 文 で 発 表 さ れ る が 、   こ の 定 理 を 証 明 し た の は 申 舗 者 で あ る 。   ）

巾 謫 宥 が 導 入 し た 別 の 重 要 な 概 念 と し て 準 純 化 可 能 部 分 辞 が あ る 。   こ れ は 、 純 粋 包

の 定 義 に お け る 最 小 、   と い う と こ ろ を ほ と ん ど 密 、   と い う 位 相 的 条 件 で 置 き 換 え て 、

郵 純 包 を 定 義 し 、   モ れ を 用 い て 同 様 に 定 義 さ れ る 。   こ れ Iま 本 学 位 論 文 の rI心 的 研 究 対

譲 と な っ た 重 要 な 概 念 で あ る 。   申 請 者 は 学 位 論 文 な ど で 、   純 化 可 能 部 分 群 の 場 合 と ほ

ば 対 応 す る 結 累 が 得 ら れ る こ と を 示 し た 。   例 え ば 、   上 で 述 べ た 定 理 の 拡 眼 を 証 刪 し て

い る 。   す ぺ て の 場 合 に 対 応 す る 結 累 が あ る わ け で は な く 、   モ の た め 多 く の 興 味 あ る 問

題 を 提 起 し て い る 。

有 限 個 の 純 部 分 群 の 共 通 部 分 の 特 徴 付 け を 、 共 通 部 分 問 題 と い う 。   こ れ は フ ． yク ス

の 有 名 ′ よ 本 の 中 で 、   重 要 な 未 解 決 問 趣 と し て あ げ ら れ て い る 問 題 で あ る 。   申 請 者 は こ

れ に 釧 し て 次 の よ う な 十 分 満 足 で き る － 覃 答 を 与 え た 。

定 即 ：   Gの reduced部 分 が 囃 完 全 と す る 。   こ の と き 、   Gの 部 分 群 Aが 有 限 憫

の 純 部 分 酢 の 共 通 部 分 で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は 次 で 与 え ら れ る

D e  f  ( G,   A )  ≦  C o m  ( G,   A )

こ こ で 、   不 足 次 元   Def(G，   A） と 柿 次 元 Com(G，   A） は 、   Kを 不 完 全 準 純

粋包としたとき、  それぞれ（K／A）  ［p］と（G／K)  ［p］の次元として定義さ

れる。

純 粋 包 を 使 っ た 次 元 で は 、   こ の よ う な 美 し い 結 県 は 出 て こ な い 。   巾 請 青 の 導 人 し た

突 出 部 と 準 純 化 司 能 部 分 群 の 概 念 の 最 大 の 応 用 が こ こ に あ る 。

以 上 の よ う に 、   本 論 文 は 多 く の 拙 制 的 な ァ イ デ ァ と 重 要 で 新 し い 結 果 を 多 教 含 む も

の で あ り 、   ア ー ペ ル 群 論 へ の 貢 献 は 大 き い 。   ま た 参 考 論 文 も 国 際 的 に 高 い 評 価 を 得 て

いる。  よって審査員一同は、  申謫者が理学t専士の学位を受けるのに十分な資格がある

ものと認める。
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